
需要分析における双対関係

渡　部　重　明

　0.本稿の目的は，需要分析における基本的な双対関係の要約を与える

ことである。これは，理論的に需要の内部構造を探る上で必要であるのみ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Dならず，実証分析を進める上でも重要である。効用関数(直接効用関数)あ

るいは需要関数を直接規定するのが困難な場合でも，間接効用関数，基準

化関数あるいは支出関数のいずれかが規定できれば，双対関係を通じて間

接的に効用関数あるいは需要関数についての分析が可能である，あるいは

また，直接的分析が可能な場合でも，他の関数を通じて，別の観点からチ

ェックしてみることも興味のある点てある。

　　　財　X ＝(Xi, X,,…, .r,.)∈i?5-〔n次元非負象限〕

　　　価格　P = (i'i.お…, 九)∈乎[n球面〕

　　　所得　71t ≡尺卜-〔正の実数〕

　　　　　　　　　　　　2)　　　直接効用関数　畷x)

　　　間接効用関数　賎p, m)

　　　　　　　　　　　　3)　　　基準化関数　d(x, u)

　　　支出関数　べヵ,u)　　　　　　　　　　　　　　　　　＼＼

1）Barten［1], Lau［9］参吼

2)生産関数についても同様の展開がなさ|れる．その場合，効用関数|･生産関数い

　ずれの場合にも適用できる一般論を展開するのに都合かよいとしてyy　Dievvert

［7］は, aggregator functionなる名称を提唱している．これは極めて適切で

　あると巴う･，　　　　　　　　　　　　　∧

3）これは一般的用語法ではない. Deaton［3］およびShephard［10］では．
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需要分析における双対関係

1.間接効用関数

　　　　max･　μ（エi，･■■,xj

　　　s. t.　PlXl十…十九心

から決定される

　　　心＝皿（ち…, 九,㈲，（f=l, ‥･，n）

が通常の需要関数（ordinary or uncompensated demand function）である．

これを効用関数に代入すると，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂.・

　　　賢一叱（ズu，■■■,.% ）

　　　　＝（Di（), m),…, D（),頑）

　　　　＝収九，…, p..恨）

となる．これを間接効用関数と呼ぶ．

　最適点においては，

　　　器＝肋,-, （f=l,…, n）

である．したがって，

田 奈=ぶ塵'⊇=こi'.-背=-≒

　(∵Σか痢＝m⇒Σか⊇十潟＝O)

(2)首＝ぷ貪・監＝こあ塵― I

(∵ΣpiX; = 田＝〉Σか廿=1)

(1),(2)より, Royの恒等式の第1表現を得る．

distance function と呼んでいる．他方, Blackorby ・Primont ・Russell［2］で

は, transformation function を，さらにDiewerレ［7］では, deflation func-

tionなる用語を使っている．しかし，これらはいずれも他の一般的用語法と混

同する恐れかおる．したがって，筆者は基準化関数（normalization function）

が適当ではないかと考えている万．　　　　し
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ぐ需要分析における双対関係

　　　-

(3) x,=一等

　　　-

さらに，にL)の両辺にかをかけて合計すると，

Σ九誘= －;.Σ拓剔＝一加n

　　∴1 ＝一言Σち妾

となる。

したがって，（2）から，

　　首― l＝一言Σ九 dv

となる。故に, Royの恒等式の第2表現が得られる。

　　　　　恥

（4) 妁＝

特に, )K＝1なる場合には，第2表現が必要である．　　　尚

間接効用関数が与えられれば，(3)あるいは(4)により／需要量を決定する

ことができる．すなわち, (3)あるいは(4)は通常の需要関数の別表現と考え

ることができる．

　一般的に，需要関数DはO次同次関数である．したがって，上の定義

から，間接効用関数ひも0 次同次関数である．

　2.支出関数

t(＝がのとき，支出関数列ま次のように定義される．

　　　峠p, u°)＝min{Σか石佃(ズ)=H°},　　　　　犬　　　し

これは, 11°の効用水準を達成するのに必要な最小費用を意味するレとこ
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ろで，最適点においては，

　　　馬＝λか，（j=l, ･･･, n）

である．したがって，

　(5) e =ΣPiXi

の両辺をちで微分すると，

（^）士＝潟十Σか背

　　＝ V',十十Σ馬器

となる．他方，最適点においては，

　　　U°‾μ(ズi，■･■,エ)

であるから，

　(7)0 =Σ痢愉

である．故に,(6),(7)により，

　(8) 句＝奈, (i＝l，…，n)　　　　　　十

を得る，この(8)は,Shephardの補題と呼ばれている･

　〔別解〕　Shephardの補題は次のようにみることもできる，最適点に

関しては，特にm＝峡P, が)であるから，これをv(p, m)に代入する

と，

　　　が＝y[p,e(あu°)]

となる．したがって，両辺をちで微分すると，

0べ匹十皿，言一一dm　砂バ

よって, Royの恒等式により，

　　　　　　　　恥

大
剛

=-

-
細

^i
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需要分析における双対関係

を得る．　ただし，次のことを注意しなければならない．一般的には,∂e/

畝は補償需要関数と呼ばれるものであり，通常め需要関数とは異なる．

前者は，所得効果が相殺されているからである．しかし，最適点において

は，両者は一致しているから> （8により需要量が決定される．すなわち，

支出関数が与えられれば> （8にょり需要量を求めるととができる¨ﾚ

　もう一つの注意すべき重要な点は，（8）を（5）に代入すると，

e=Σ九貪

となる．よって, Eulerの定理により，eが価格に関して1次同次関数で

あることがわかる．

　3.基準化関数

　尺ふの任意の点をズとする，原点からXを通る半直線上でx/d(x,め

なる点を考えるトこれは，ベクトルXの縮小あるいは拡大された点を示

す．いま, x/d(x, u)を効罷関数に代入すると，

μ-μ{？て
X, U) 1

となる．そして，明らかに，

　(9)2i(,x)＝U°ぐ⇒d(x,が)＝l

である．このようなば(x, u)を基準化関数という. d(ズ，め＝lは効用関

数の陰関数表現になっている．

　jの一つの具体的な表現が, Shephard[10]に与えられている．原点

からエを通る半直線とが水準の無差別曲線との交点をzとするとき，

.(ズ丿)=(Ifド

がそれである．

4. Gorman［8], Deaton［3］による双対関係をみよう. d（x, め＝
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そとしx＊＝x/んとする．また, pとxの内積をp-xと表わす．すると，

最小費用としての支出関数の定義から，　　　　　　　　　　　　　　十

　　　e(J>,め≦p ・x＊ニp■{ﾚ　　　　＼

　渕　∴　ke(p, u)≦P- X

である．したがって, ベ拓u)＝!としたときのかエの最小の値力址で

ある．すなわち，

　(11)d(x,ti) ＝min{p ■x＼e{p,め=1}　　　　　　＝　尚

である;……1

　また, (9)を考慮すると，支出関数の定義式は，

　(12)べ払め― mi以p ･ x＼d{x, m) = 1}

となる．

　これが，基準化関数と支出関数の開の双対関係である．また，注意すべ

き点は，(11)から明らかなように，基準化関数は1次同次関数である．これ

から，卜x＝m 鎚ることおよびむの価格に関する1次同次性を考慮する

と, ttO)から，　　　　　　　　　　　　　　　　　゜

d(x,めべ右，り≦1

となる．そして，最適点では等号がなりたつ．すなわち，最適点において

は，基準化関数の値と支出関数の値は逆比例関係にある･

　この関係式は次のように表現することができる．最適点においでは,土

tt3) d(x, m) ＝1斡ﾍﾞ告，う__ 1

である．

　5. Deaton［3］に基づき，もう一つの双対関係をみよう，　間接効用

関数はO次同次関数であるからレ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト
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u ＝v(p,剛丿(右／ 卜丿(ま)

と表わすことができる．最後の式は，所得によって基準化された基準価格

による間接効用関数表現である．そこで，dと双対な基準化関数をd＊（p,

　u）とする．すると，一般の間接効用関数表現は，

ｕ＝IJ＊｛j＊よめ｝

となる．そして，明らかに，

　(14)ひ＊(士)＝がぐ⇒^＊(♪,が))＝7n

である．したがって，d＊(p.め＝mは間接効用関数の陰関数表現である．

ぞして.，最適点に関しては，m＝eじp，t?であるから，

　　　^＊(拓w゜)＝斑＝eし♪，ti°)

である．すなわち，最適点にお^いでは√双対基準化関数の値と支出関数の

値は一致する．これが，直接効用関数と基準化関数の間の対応に対する間

接効用関数と支出関数の間の双対関数である．すなわち，間接効用関数の

基準化関数に対応するものが支出関数である．

　さらに注意すべき重要な点は, (I'Dから，^＊が価格に関して１次同次関

数であることが導かれることである。すなわち，

　　　d＊(αあti)＝e(αp, め＝心(拓皿)＝αd＊(拓皿)

となるが，これはeが価格に関する１次同次関数であることによる。この

ことから，(M)を(9)に対応する形で表現すれば√
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z;*(士)＝が⇔J＊(烏3 '･■)<＝べくm ，が)]

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4)　6. 4.における双対関係は，次のように幾何学的に説明できる.

　（Shephard［10］）以下は2次元の場合の説明であるが> n次元の場合も

同様になりたつ．

　まず定円を定める．定点を通って引いた任意の直線が，定円と交わる点

をそれぞれA, Bとするとき，この直線上にあって，　　　　＼

　　　ニー　＾　半　＾　‥　　八p　八/ ' 八B

を満足するような点Pを, 2点A, Bに㈲する調和共役点（harmonic

conjugates）という．このような調和共役点の軌跡は直線である．この直

線を，点Piのこの円に関する極線印olar line）といい，点p.をこの直線

の極（pole）という．

　　補題1.ある直線の極は，円の中心を通り，与えられた直線と直交す

　る直線上にあり，円の中心からの距離が，円の中心から与えられた直線

　までの距離の逆数に等しい点てある．

　一般的ic, 1つの円に関して，点Piの極線hが他の点几を通れば，点

几の極線hは八を通る．このような2点を，この円に関して共役である

という．また, 1つの円に関して，1直線kの極八が他の直線kの上に

あれば，直線らの極几は直線/:上にある．このような2直線を，この円

に関して共役であるという．

　さて，いま定円として単位円を考える．点P （x,, 心の接線を乙とす

る．すなわち．

　　　/.:　瓦石十九心＝d（ズ，u)

4）Pi下の幾何学的用語は，矢野健太郎，「初等解析幾何学」による.
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である．あるいは,ヘッセの標準型で表現すれば(d(x,め＝1を考慮して)，

舞理で汗ｺﾞ白ぞ心二1

　　　　　　　　　　　　　　一一である．　したがって，図の〇M＝l/緬l+♪:である．

　他方，R(あ,九)の接線をkとすjると

　　k:　九ズl十♪z×z＝e(あti)

である．そして, ○Rニ＝V君王辞である･，　したがって，O訂＝1/〇２であ

る．よって，補題１によ剔Rは/.の極である．

　逆に, O＼の方向比は♪1/九であり，OiV｀＝＝l/石不言Tであるレそして，

〇？＝肩十月々あ芯から，Z補題Iにより, pはhの極である.ぞして, p

と沢は共役でありバlとらも共役である．これが双対関係の幾何学的意

味である．
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