
二階正規双曲型方程式の初期値問題

　　一初等的方法による解の存在証明－

H

浅　倉　史　興

我々は次の二階正規双曲型方程式の初期値問題を考察する．

s?≪『Σ″,7(^，)卵)皿十ゐo(x, t)∂ぷ

　卜.y=i　　　”　　　　　　　　　　　　　∧　　･･

　　　　十Σ恥(ズバ)d声十c(x, t)u-ﾄﾞf(x, t)

U(X, 0)＝Mo(ズ)

d,u(x, 0)＝i(i(x)

ここで∂戸= ∂m/∂Xj,また係数％（戈，t）はR｀×［0, T］で定義ざれた関

数で, （1）ら＝％，（2) （X, t）∈？×［0，T], ξ日？に対してΣ町孔ぐ戸
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･.　　　　　　　　　;.i=i

引割Hδ＞0）をみたすものとする･

　二階正規双曲型方程式はレ波動方程式

　　　　d'u=Σ伽ドプ（X. t）
　　　‥　　　J=l　　　　　　　　ト　　　　　　　･．　　　　　　‥

に代表される基本的な双曲型方程式で，差分法を用いた解の存在証明が

　（少なくとも本質的な部分は）Courant-Friedrichs-Lewy［1］で与えられ

ていると考えてよいであろう，

　二階正規双曲型はPetrovskiiの意味で双曲型であり，また未知関数系

を適当に定めるとFriedri･chsの対称双曲系に帰着される. Petrovskiiの

双曲型方程式はPetrovskii［n］，［12], Leray［8], Garding［4],溝畑
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[9]らにより,またFriedrichsの対称双曲系はFriedrichs[3], Lax[7],

John[5],南雲ﾆ[10],ト借畑[9],レ熊ノ郷□[6]ゐにより種々の方法で解の

存在証明が与えられている．このノートでは我々は原初的なエネルギー積

分不等式と, Friedrichsの軟化子を用い微分作用素を近似することにより

解の存在の初等的証明を与える･

　最初に記号と用語をいくつか導入する･

　　LHR'')＝R"でLebesgue 2乗可積分な実数値関数全体．

　LHR”)は内積(豺, v)=＼ しvdx (臨＝血i血i…血．)により　Hilbert

空間となる。

　　C'(R")=R''でZ回連続的微分可能な実数値関数全休･

　　a(？)＝佃GC'(？)匯の合が耳lンパクト}

　　け川＝max (sup ＼d‰(x)＼)(aは多m指数).
　　　　　l副Si　xER"

　　召'(i?≫)={MGC'(i?")□7小＜oo}

　夕(沢”)はノルムけ雨によりBanach空間となる．

　定義0.1. M,町eElJ(？)について･．

＼ udj(pdx ﾆ‾＼ 馬jipdx

が任意の?)gCJ(茫･)に対して成りだつとき, Mは弱微分T可能であるとい

いり= d声と表わす. IIが連続的微分可能であれば弱微分可能である．

　　　　H'(R")＝{u 圧IJ(R")＼ uはz回弱微分可能で|副く∩こついて

　　　　　　　　　∂町^£K？)}.

　H'(R-)は(u, v)卜Σ(d句, d'v)によりHilbert空問となる．
　　　　　　　　　　　|副£i

　j(x)eΞCo~(i?"),supp j⊂{エ巳即口利べl}, j(x)）0, ＼ j(x)dx‾l

をみたす偶関数j(x)をひとつ選びjs(x)=δ一"J(x/S)と表わすことにすくる･

麗三LHR")に対しFriedrichsの軟化子ゐを
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Js″= ＼ﾉi(x‾y)u(y)dy

と定義する■ ゐは次の性質をもつ･‥　　　　　ユ

　命題0.2.　　　　　　　　　　　し　　　　……　1　　.1………:

出　乱gCぺR")で||ゐ頑<IIm||･　　　　　　　　..

(2)ueΞIi'(沢”)に対して∂⇒0のとき|∂“(ムU－u)||→0 (|副くl)･

(3)ﾀﾞnfBH｀(R")ならばa山|M＝ゐ∂声.……ﾆﾀﾞﾉ　　ﾆ　　白　　二十

　証明はmm[9]√南雲[10]をみよ．　　……

　命題0. 3. (K. O. Friedrichs)

　a^B'(R”), u<=Ii'(R")に対して　　　　　　　　　　　　　　　‥‥‥‥

剛113"[L, ad.]釧（CΣII防m||,　　ニ犬＝
　　　　　　　　　　|jSI≦Iαl

(2)8-〉Oのとき|13°[几前j]頑→0 (匝（/),

となる．　ここで[X, Y]＝xy－ YX (交換子)とする･

　証明は溝畑[9]，南雲[10]をみよ．　　：　　　　ヘ　　　　　･゜

　更に関数び(x, t)について各乙を固定したときエの関数としてB'(R")

　(またはH'(R"))に属し，対応か→u(x, t)がm回連続的微分可能

であるとき匹ΞC?(B(沢”))(またはCT(H'(？)))と表わすことにする．

　以後，方程式の係数に以下の仮定をおき議論を進める．

　仮定0.4.

(1)貼，),-，Cは(x, )∈7?≫><[0,T]で定義された実数値関数で

　　Oil, bj，CGΞC＼(B＼？)).

(2)≒＝貼.　　　　　　　　･･　　　　　　‥‥

(3)(X, t)e三i?”×[0,T], ぐe？について

Σ≪..,.(,T, )?心iン5|ぐ|2 (∂＞0).
i,y=i
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　　　　　　　　　　　　　　　§1.

　この節では微分作用素らの近似作用素らを考察する･

　定義1. 1. 匹三LHR"）に対して

　　　　δぶ=心几″=＼ジ臨（X
‾y）u（y）dy

と定義する．この作用素はTaylor［13］による，そこではらを擬微分作

用素として扱っている･心は次の性質をもつ．以下，作用素のδと軟化

子のパラメターδとを混用する．

　命題1.2.

剛　心はL＼R"）の有界作用素である.

（2）Me/f'（？）に対してSぶ＝ム∂皿

（3）u<=I-P（R"）に対して凪釧（||5川|.

証明)･ (1)はJjl"∂Ji(゛)＼dxぐ゜であるこtよりあ.（らか. (2), (3)は

命題0.2.よりあきらか．

　命題ぐ1.3. (部分積分法).

　　　　(δぶ，v) ＝― (u, 伽仏

　証明卜

(6μも，U)j
j♂(J)∫r∂th(゛‾y)u(y)dy血

Fubiniの定理より

= { u(y){ di,j,(x‾y)胎x)dxdy

--

一一

■J／･'r・∂kis(y‾x)v(x)dxdy

(お, い)
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　命題1.4. (積の微分法)

　　々^召U？)，u^^H｀？)とする．　　　　ブ

　このとき, LKR")の有界作用素司が存在して

(1) 8u(au)＝αδぶ十ai(u),

(2ト＼＼ai(u)＼＼<K＼a＼品川(瓦はa, dには依存しない)が成りたつ．

　証明).

よって

■J。"∂ij'(.x‾y)“(y)“(y)dy

　　　　=″(x)＼／臨(x‾y)“(y)dy

　　　　　Jノふ(x‾y){″(x)‾a(y)}u(y)cly.

ai(u)=‾[ d臨(x‾y){a(x)‾″(y)}″(y)dy

と定義すると(1)が成りたつ．また

　　　　＼diMxーy){α(x)－α(y)}｜

　　　　　（＼a＼i＼x一y＼ 漓力(x－y)|，

∫。"到|dJ゛(x)|dx = K (8には依存しない)

であるから(2)が成りたつことがわかる．

　命題1.5. 8により添字づけられた関数族(♂)}が．

田　I|♂)II<;乙〇，　　　　　　･.･.･.　　　　　.・　･･

(2)max l㈹♂|に乙i (Lo, £iはδに依存しない)

をみたすとする．このとき，あるu<=HHR")が存在して, ♂の適当な

部分列をとれば♂)→双, dju（遥戸(乙(？)の弱収束)となるようにで

きる．　　　　　　　　y　　　　ニレ　＼　　白

　証明). ||♂||，||ら♂‖が一様有界であるから，対角線論法によりある
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V, Uj<^IJ(R’)が存在して, が゛の適当な部分別をとれば

　　　　♂)→uら8声(゛→附(IJ(R")の弱収束)

とできる．一方, meΞCl(R”)に対して

　(dj♂)，f)＝－(u≫),ゐ∂即))であるから，両辺の極限をとれば(辱w)

=ご－(.11,dj<p)　が成りたつごとがわかる．故にM,- =∂夕^£(ぞ)となり

u^H｀R")であることがわかる．

　　　　　　　　　　　　　　§2.

初期値問題（0. 1)において，∂ﾉをらにおきかえた問題

(2.1)

∂沁＝.Σ≒(ズパ)昂声十&o(x, t)d,u
　　　･.J=l　　　　力

　　　　　　　十Σ≒(ズ, t)3戸十c(xバ沁十ｱズ, t)

　u(x, 0)＝Uo(x)

d,u(x, 0)=Ui(x)

を考察する･

　定理2.1.

　吻(x), お,(x)∈HHR”)∩B＼R")，f(x，)e^Cl(耳H？)∩B＼R"))とす

るとき, (2. D の解♂)(ズバ)で♂)faC?亙H？)∩召KR"))となるも

のが存在する．

　証明)･　らはBanach空間亙H即)∩BHR")の有界作用素であるから，

(2. D はBanach空間に値をとる関数の常微分方程式と考えられる．故

に, Picardの逐次近似法により求める解か得られる.

　　　　　　　　　　　　　　　§3.

　方程式の解U三C%FP(R"))nCK亙'(？))nCK£(か))に対して，エ

ネルギー積分をつぎのように定義する．
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　(3.1)　瓦(“(1))ニSf(∂μ)y≒ぷj‘j∂‘“∂'jU十がdx

　(3.2)瓦(u(t))＝E,(u(t))十Σ瓦(dぶ(t))し1.=　　　　犬

　　　　　　　　　=Eo(u(t))十Ei(u(t)).

　次の定理は古典的である．証明はCourant-Hilbert[2]を参照のこ.と．

そこでは滑らかな解について不等式が証明されているが，定理の仮定の下

で成りたつことは容易にわかる．

　定理3.1. (エネルギー積分不等式)

　　麗ΞQ(H＼R"))n C＼(耳K？))n Q(が(R"))

を初期値問題(0.1)トの解とすると＼　▽=　………

(3.3)瓦(φ))jyなOU(O))ヰC,S:洽(ブjル)‖咄

が成りたう．更にf(x, t)eC?a-P(R“))nC:£HR”))とすると

（3.4）　　E,(u(t））（e'蛍i（到O））十<
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

/'(‾'(|l/(s)IP十Sl|∂t/(s)ll^)ゐ

が成りたつ(Co, Ci, γ。γlは正定数）・

　§2で得た（2.1）め解♂）に対し（3.1）, （3.2）に習い次のような積分

を定義する，　　　　　　　　　　し　　二　　十

(3.5) 塙?(“())=(が(∂'“(゛)2九基宍丿恥φ砧6声印-ﾄ(“゛)) 血

(3.6)　E汐u{f))＝回)u(.t))十Σ7？)(み♂))

　　　　　　　　＝召び)[u(t)])しトE?)れ(t))･..

次の定理は以下の考察で決定的である．

定理3.2.

　♂)e^Q(耳H尺”)∩召H戸))を(2.1)の解とすると
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(3.6)　£^')u(t))尽♂゜¶卵)到O))十CoC？愉l/(s)||ゐ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

(3.7)聊)(≪())ペク'£?(m(0)トと乃ツ'(-'(||ル|P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　雇　　　　　　　　　　　　　　　　十ΣWdげ(絹^)ゐ
　　　　　　　　　　　　　　　　　;i=l

が成りたつ．

　証明).簡単のため♂)＝Mと表わす．

　　　　乱々(“(0)゛2≒ふ前仏十苔両Å″らaぶ

　　　　　　　　　　　十ud,u十Σ∂μijOぶδ夕dズ

　　　　　　　　　　゛2^がぶ拶沁-回七(叫yS.M)十叫

　　　　　　　　　　　十Σ dμφi双8声dx　(命題1.3を用いた)
　　　　　　　　　　　　t.J　　　　　　　　　　し　　　　　　：　　．

　　　　　　　　　　ニ2χ d,u{d]u二呂％邸声一回略(砂z)十緋

　　　　　　　　　　　十Σ∂夕丿ぶ伽㎡ズ　(もは命題1.4の作用素)

　　　　　　　　　　ニ2Nr∂ぶ侈o伽け尹らδ戸十万略(∂ぶ)

　　　　　　　　　　　十(C＋l)u十方十Σ死亀高哺声dx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i,i　　　　　　l

　　　　　　　　　　尽回r隔川2十万|伽川a川

　　　　　　　　　　　十Σ|略(δぶ川∂副十匯川＼u十|∂,m|げ＼dx

Schwarzの不等式を用い，またMi[砂川国司略目0洲|であることより

　　　　　　　　　　　べ回rl∂ぶけ十吝]ら川2十㈲2十げ＼Hx

　　　　　　　　　　　べnE汐u心))十Collﾌﾞμ川2となる．

これは

　(3.8)　くか佃‾毀？)“())} べCﾀﾞ^'^'げt)|P

　　　　　　　　　　　　　　　－78一



二階正規双曲型方程式の初期値問題

となるから, (3.8)をOか=ら1まで積分すると(3.6)が得られる･

　(3.7)については(2.1)の両辺をみで微分すると

　(3.9)　俳(3皿)＝Σが高(∂ぶ)十乃o3,(3ぶ)
　　　　　　　　　　心丿

　　　　　　　　　　十Σみ池(d皿)十ぺなz)十∂j

　　　　　　　　　　十Σ丿夕ij3β戸十恥b血u十Σ気bjdぶｰ一di,cu.

前と同様に　　　　　　　　　ト　ト

　　　　づJ盆胆゛(z))゛2耳し夕聊喊み“

　　　　　　　　　ト　　十Σらjdi)ぶSj)tdぷ十恥U飢恥Mdx
　　　　　　　　　　　　　i,J　，.　　　　　　　　　･･＞

　　　　　　　　　　　= 2耳C d池副俳d‰二i.j∂ぶ)十∂皿}dx

　　　　　　　　　　ニ2耳^がA以a汎“‾苔ら皿七(み″)　ノ

　　　　　　　　　　　　十∂ぶーΣも(δμい)卜dx
　　　　　　　　　　　　　　　i,j

　(3.9)を代入して，更にSchwarzの不等式を用いて整理すると

　　　　4
t-£T(“(0)（C写^ ISλM I'十j十凶川ト

　　　　　十I 昂夕I ^十|∂j＼'十Σ＼8j川2十|∂川^十｢u＼^dxを得る･

　||∂高頑<I|似砂||であるから　　　　　，･

　(3.10)づj幹{u心)＜r咀？し(t))十C'E≫)u(t))十C'吊||町()|P

となる･

　(3.10)と(3.8)より　　　　　　　＼　　＝

　(3.11) 2j？)“(t))≪n聊(“(t))十C,||/()|IH二cl!]||∂iy(1)|12

を得(3.8)のように考えると(3.7)を得る.

　　　　　　　　　　　　　　　－79－
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　仮定0.4(3)よりエネルギー積分聊）u(t))は

　　　　||伽心)叩＋Σ|l≪>()‖叫l|M(釧I'

と同値であるから次の定理が成りたづ．　　　･･　白

　定理3.3. ♂)を(2.1)の解とするとし

　(3.12)||3?M')(f)|P十Σ｣|町蜃μ)tW十Σ||卵以も()|P

　　　　　　　　　　　十||S丿町釧ﾄﾄΣ|厄前)(釧2十‖♂)t)W

　　　　（C(0[Σ||3ぶl|トト|㈲II'十Σ]|伽加oll卜
　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　J.ゐ　　　　で………:･･

　　　　　　　　　　　十Σ||脳o叩刊|㈲卜ぺ||ル)旧十Σ＼＼d,n絹^ゐ

　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　o　　　　　み

　　　　= C()(|ImiII5÷|l≪ol|i+pi/(s)li!^s.　犬……゜……万.･..･

　証明). ら∂皿，d八町d,u, ‥di,u, も･･についてId定義よりあきらか．また

♂)が(2.1)の解てあることより∂沁(゛)は他の微分で評価される．

　更にJn削^励と表わすことよすると, (3.12)をoからTま
　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　ﾐい.･　　　　　　　　.･

で積分することにより

　定理3.4. ♂)を(2.1)の解とす･るとき‥‥‥　‥‥　　‥　‥‥

　(3.13)||筑≪価|ll-十Σ||ら∂／゛)||いﾄΣ||∂,∂μ四肢‥
　　　　　　　　　　J.t　　　　　　　1

　　　　　　　　　十I|3,M夕IトトΣ||伽四肢刊前'|||√

　　　　……………　≪'iで(T)(|㈲|トト|圃o唯÷|l/(llr.ニ

を得る．更に

　定理3.5. ♂を(2.1)の解とするとき

　(3.14)||♂)(ら→♂ヤ2)]2刊|3ぶ゛ヤi)－恥戸)(ら‖2

　　　　　　　　　十Σ以ね(t)－∂ぶ(ら)‖'（£圃一削
　　　　　　　　　　i=l　　　　　　　　　　　　　：　　　:.
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ここで£は||帽L||Moll2,ll/lしに依存する．

　証明)．

|♂)x. ≪‾♂)(゛づ≪)|尽r|似が(やs)|ds

であるから，両辺を2乗してX,＼Cついて積分すれぱ

犬…　…:I|m゛)(≪一／(ら|Pべ嘔一k＼|既♂)鼎

を得る. d,u, dotも同様に評価され，定理3.4により£は＼＼u,h,‖帽|

ll/lll,Tに依存することがわかる．　　ノ　　　　　　　……

　　　　　　　　　　l　　　　　　§4.

　前節までの結果を用い，我々は次の存在定理を証明することができる．

　定理4.1. (解の存在)　　　　　　　　　　　‥

　初期値問題(oバ)において, 痢∈耳H尺")，机^aH｀か)，f(x, t)(aC1

(HHR"))とするとき,解uでwe c°(耳n？))n CK耳'(ぞ))n c?£^(i?-))

となるものが一意的に存在する．

　証明).エネルギー積分不等式(3.3)より初期値問題の解か一意的であ

ることはあきらかである．　　　　　････　．．　　　　･･･

　定理3.4と命題1.5よりあるueiFP(尺"×[0, T])が存在して♂)の適

当な部分列をとれば♂)→u (HH尺"×(0, T])の弱収束)となる. 更に，

{tj}を(0, T]の有理数全体とするとき，定理3.3と命題1.5により対

角線論法を用いれば，各らについて♂)x･,tj)→u{x,tj)(FP(R”)の弱収

束)と考えてよい．

　定理3.5と弱位相によるノルムの下半迪続性により

　　　　＼＼u(tj)一u(ら)＼＼'十|旧ぶ(ら)－dぶ(ら)|＼'

　　　　　　　十Σ||δぶ(ら)－dボ(ら)|＼'

－81－



　　　　　　　　　　コ階正規双曲型方程式の初期値問題

　　　　　　帽im inf{||♂}(ら)－♂)(ら)IP十]|ら♂)(ら)一伽汐(ら‖P

　　　　　　　十Σ||ら♂(ら)－孔が）(ら||2}

　　　　　　（£|ら一司

を得る．　従って？×[0, riの測度oの集合の上でu(x, t)の値を修正

すると　u(xバ)∈耳2(尺“×(o，司)C]Q(亙H沢”))r＼C](LH？))と考えて

よい.　δ→o　のとき∂声(゛)→d声であるから　u(x, t)は耳^(尺"×(0, T])

において方程式

　　　　∂細＝Σ雨丿β声十&adぶ十Σ恥∂声十四十ﾀﾞ　　　　，．I．･．　　　･･

をみたしていることがわかる．この両辺に軟化子みを作用させると

　　　　δ?(ルM)＝回向∂高(ル･)十ろo9,(ルり

　　　　　　　　十Σリ'y(か)十c(J.u)十/./

　　　　　　　　十Σ[/., O丿i]∂声十[/., ≒]∂ぶ

　　　　　　　　十Σ[/.，脳む佃十[ゐ，ご佃

を得る.

　　　　＆＝Σ[み,ら遥]djU~ト[/.. 6o]d,u
　　　　　　ij　　　　　　　　　　　・白

　　　　　　十Σ[/.う刈]Eﾄ[/.べ佃

とするとa、e. t (こついて

　　　　|＼g.(t)|＼'十Σ＼＼∂ぶ(|＼'

　　　　　　　べC(S尹丿声(川P十Σ||∂,紬(旧2

　　　　　　　　十Σl|3yM()|P十I|9ぶ(釧p十面(O叩)
　　　　　　　　　j

が成りたつ．定理3.4によりこの右辺は卵こついて可積分であり，また命

題0.3よりa. e.tについてlim (＼＼g.(t)＼＼÷Σl烏g.(釧P)＝0が成りたつ．

従ってLebesgueの収束定理により　　　　　　　　‥
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limf||g-.()IP＋SII･∂ugX･)|咄乱

を得る．さで12
1一呪2とおくと　　　　　　‥

　　　　呪肖f^C?(亙＼ぞ))nCK亙'(?"))nCﾗ£^？))

となり，方程式

……I==……‥‥‥
i恥？戸見やj?ﾘ舛か十b°iや･'l'2　　　　エ　

し

　ニ〉ト　　　白白十万五＼μし^･,十cu゛？.十L卜犀十拓よ亀

をみたすト従って定理3.1のエネルギー積分不等式により

　|I3?り夕)千十
i.J ' ^　　：

　　　　　十耳II 3λ馬λ(釧1'十Wd乱心(t)＼＼'

　　｡‥　十万|iaぶ￥ク叩十|面白(t|

くcバ‖み西‾ゐ2㈲に十||7. Mo一Jず,＼＼l………

十$J坪/(在‾エ/()|lf^i

うで仏八卜球帥偏

を得る．　この右辺はSi.S2→oのときoに収束するから，M.はC?(I-P(R"))

ncK亙'(戸)∩刀LK戸))においてCauchy列をつくることがわかる．

故に刎≡Q(H^(R"))nCl(H'(？))nC?がか))を得る･

　一般の初期値については, 勧，til.をHHR")∩召2(？)の関数で近似

して解いた解を馬とするとき，上と同様にしてエネルギー積分不等式へ

代入すると> 馬はC?HHR")nCK耳(？))nCKが？))のCauchy列

をつくることがわかる．以上により定理4.1が証明された．

　注意4.2.方程式の係数が3階以｣ユ連続的微分可能のときは,定理4.1

の証明の後半の議論は必要ない.
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　　　　　瓦(到り)＝召o(心))十Ey(u(t))十Σ馬隔伽心))
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　',J･

について定理3.1, 3.2, 3.3を証明すれば♂)の極限が

　　Q(ど(戸))nCK耳'(？))nCK£＼？))

に属すことが直接に証明される．
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