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ファジイ確率ベクトルの
　集合表現について

福　田　得　夫

　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　本論文では，著者が提案している一種のファジイ確率ベクトルを，ファ

ジイ集合の集合表現を全面的に採用した形で再構築することを試みる。ま

たそれらの若干の性質についても考察する。

1

緒 言

最近著者は，不規則性と曖昧性を共に有するデータは，確率ベクトルで表

される不規則データを曖昧に認識することによって得られるものであると

いう一貫した立場から，その数学的なモデルとしてファジイ確率ベクトル

を提案している［1],［2］。本論文では，ファジイ集合間の演算が集合表

現を用いると見通しのよい形で定義できることに着目して，ファジイ確率

ベクトルを最初からファジイ集合の集合表現を採用した形で再定義するこ

とを試みる。

　本論文に深く関連した研究分野であるファジイ確率変数（fuzzy random

variable）についてはすでに多くの研究が行われているが，それらは多値

論理の立場より導出されたもの［3］～［7］と，対応（correspondence）ある
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いは確率集合(random set)に関する理論[8],[9]の拡張として導出され

たもの[10]～[15]とに大別できる。しかしながら，不規則現象を曖昧に観

測した結果得られるデータであるという一貫した立場に立った研究は少な

いようである。

　まず第2章では，ファジイ集合の集合表現を全面的に採用した形で，一

般のファジイ集合及びファジイベクトルやファジイ行列の算術演算につい

て考察する。第3章において，基本的にはKwakernaak[3]によって提案

された多値論理にもとづく方法論に従い，ファジイ確率ベクトル及びファ

ジイ確率行列を導入する。また提案したファジイ確率ベクトル及びファ

ジイ確率行列の若干の性質についても第3章において考察する。

2　ファジイベクトルとファジイ行列

本論文では，空間X上の点X。の曖昧識別として得られるファジイ集合を

次のように定義する：

　　　　　　　　び＝（X, ｛已｜α∈（0, 1）},so）　　　　　　　　（2.1）

ここでXは基礎空間, soはXから主張（statement）の集合として与え

られる議論の対象領域（universe of discourse）への写像として定義される

述語（predicate）であり，Xの各要素ズに対して命題

　　　　　　　　su(x）＝{xはX。に一致する｝　　　　　　　（2.2）

を与えるものである。また{已｜a e （0. 1）}はXの部分集合族であり，

各a e （0, 1）に対して

　　　　　　　　　　Laび⊆已⊆Liび　　　　　　　　　　　（2.3）

を満たすものでびの集合表現と呼ばれる。（2.3）において, LaUとLit)
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はそれぞれびのレベルαにおける強カット（strong cut）,およびレベル集

合（levelset）と呼ばれ，次のように与えられるものである：

　各a ∈(0, 1)に対して　Lor U＝{X I(X G X)八((の(x)＞α)} (2.4)

　各a ∈[0, 1]に対して　Li U＝{x｜収^ X)八((の(x)>α)} (2.5)

ここで(の(x)はびのメンバーシップ関数(menbership function)であり。

　　　　　　　　　　　(の(x)＝t(so(x))　　　　　　　　(2.6)

で与えられる。ただし, £＊)は多値論理の意味における＊の真理値関数

である。曖昧な識別として得られるファジイ集合びを与えるもととなる

(曖昧ではない)明確な値を持つXの点恥はびのオリジナルポイント

(original point)と呼ばれる。　本論文で採用した上述のようなファジイ集

合の定義は, Kwakernaak[3]により提案された物を修正したものである。

また(2.3)で与えられる集合族をびの集合表現と呼ぶ呼び方も従来の定

義法とは若干異なるが，本質的には同じである(例えば[6],[16]等を参照

のこと)。

　ファジイ集合の定義（2.1)から分かるように，すべてのレベルαにお

いて同じ強カットおよびレベル集合を待つファジイ集合は多数存在する。

そこでファジイ集合の同値既を次のように定義することにする：

定義2. 1　ファジイ集合びとびは，∀a ∈（0,1）に対して

　　　　　　　　　LaU ＝£μV　および　Li U＝Li V

を満たすとき同値であるといい，　び＝vと表現すよ。

(2.7)

1 ）（2. 7）の2つの不平等のうちどちらかが成立する，他方が成立することを

　示せるが，ここでは簡単のためにこのように定義した。
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また集合族{Fa I a ∈(0, 1)}の各要素が各a e (0, 1)において，

　　　　　　　　　　Laび⊆‰⊆LiU

を満たすとき

　　　　　　(の(f)＝sup{a; I (a e (0, 1))∧(t eE Ua)}

　　　　　　　　　＝sup{α｜(a e (0, l))A(je 几}

　　　　　　　　　= (び)()

(2.8)

(2.9)

であることを示すことができる［6],［16］。ただしsup0=0である。し

たがって次の命題が得られる：

定理2. 1　2つのファジイ集合びとひが各a e（0,1）において

uu⊆Va⊆LiU (2.10)

を満たすならばu＝vである。　ここで{応｜a e（0, 1）}はぴの集合表

現である。

さらに, {atけ＝1,2，…｝と佃丿r＝1 , 2 ,…｝をそれぞれ

および

α＝lim αす

　　r→∞

α＝lim a
　　r→∞

(2.11)

(2.12)

である厳密に単調増加および単調減少する系列であり，また耐巳(0, a)

およびa; e (a, 1)とすると，

と

任意のa EE（0,1）において　玩び＝U 呪　　　　（2.13）

－OR/I



December りm

任意のa e （0, 1）において

ファジイ確率ベクトルの集合表現について

LiU＝∩ 恥 (2.14)

が成立することを示すことができる[17]。

　以後基礎空間Xは距離空間であるものとする。このとき以下の性質を

満たすすべてのファジイ集合の族を刎a)で表記する：

(i)∩　醜≠β

　a ∈(0,1)

㈲　各αe（O, 1）において已はコンパクト集合

㈲ supp. U＝cl 　U　Ua ＝C＼.Loび
a e(0,1)

で定義されるびのサポートもコンパクト集合

(2.15)

（2. 7）,（2.13）と（2.14）より，もしびとびが等価，すなわち, u=vで

あれば, supp. び＝supp｡ぴであることは明らかである。本論文において

は，以後等価なファジイ集合は同一視することにする。

定理2. 2　び＝（X，｛広｜α∈（0,1）｝,so）を^（X）に属するファジイ集

合とする。また/:X→yを距離空間Xから距離空間yへの写像とする。

そうすると

/(び)＝(F, {/(已)I a e (0, 1)},り(の)

は各a ∈（0,1）において

/(乙の＝乙f(の

と，各α∈≡［0, 1］において
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　　　　　　　　　　f(Li U)⊆鉛/U)

を満たすファジイ集合である。ここで
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(2.18)

S/（の（v)＝{vは/（Mo）に一致する} （m。はびのオリジナルポイント）

＝V{0＝八め}∧(m＝Mo)} (2.19)

さらに, /が連続写像であるときには（2.18）での等式が成立する。すな

わち，各a ∈［0, 1］に対して

　　　　　　　　　　　/（玩の＝£if（の　　　　　　　　　　　　　（2.20）

であり，かっびは'S（x）に属する。

定理2. 2は付録Aで証明する。

　ダ（X）に属するファジイ集合の集合表現を構成する各集合がコンパク

トでかっ凸であるとき，それらのファジイ集合の族を鴫（X）で表すこと

にする。またX力作次元ユークリッド空間R"であるとき, 鴫尺つに属

するファジイ集合を本論文では仇次元）ファジイベクトルと呼ぶことに

する。このとき

d.凪Jo臨a爪Li V)da (2. 21)

および

　　　　　　　臨(∂,V)＝sup 面(£爪LiV)　　　　(2. 22)

　　　　　　　　　　　　　α∈(o,1)

で定義される距離d.または臨により, ぎ留り　と'Sci.R")は位相空間と

なることが知られている[11]。ここで心はHausdorff距離であり

d武LstJ,LaV)＝maづだ乱昌II u‾vにsup inf府‾り（2. 23）
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により与えられるものである。

ファジイ確率ベクトルの集合表現について

　ファジイベクトルの場合と同様に，行列空間D ntXnを基礎空間とし，

㈲×功行列A。をオリジナルポイント（オリジナル行列と呼ぶことにす

る）とするファジイ集合は

　　　　　　　A＝(i?゛（”, {Åa I a ∈（0, 1）},Sa）　　　　　　　（2. 24）

により定義される。ここで集合表現{A丿a ∈（0,1）}は，各a G （0, 1）

に対して

　　　　　　　　　　　　　£αA⊆Aα⊆LiA

を満たす㈲×功行列の族として与えられる。また

玩Å＝{A＼(A E D ″゛)八((A)U)＞α)}

玩Å＝{A｜(A E D ”゛”)八((A)U)>α)}

(A)ひ)=KsaU))

(2. 25)

(2. 26)

(2. 27)

(2. 28)

および命題sλ(A)は

　　　　　　　　　sa(A)＝{Aはj。に一致する}　　　　　　　(2. 29)

で与えられる。(2. 24)で示したように，本論文においてはj?tn'X.nを基礎

空間とするファジイ集合はボールドフェイスの大文字にチルダーを付けた

もので表すことにする。　またファジイ集合族引火¨り　もぎ(皿り　と同様

に定義される。^皿¨り　に属するファジイ集合をファジイ行列と呼ぶこ

とにする。
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3　ファジイ確率ベクトルとファジイ確率行列

　3. 1　ファジイ確率ベクトル

（Ω,皿P)を完備な確率空間とする。ここでぶは見本空間£?の部分集合

から生成されたa代数であり，Pはアトムを持だない（nonatomic）確率

測度である。今ここでx。eiぞ”をこの確率空間上で定義された確率ベク

トルとする。　そして，その値を直接には測定することはできず, ?"の矩

形｛凰□巳刀（/は有限または加算無限の添字集合）の集まりで

　　　　　　　　　　　凰∩罵＝0 for i≠ﾌﾞ

および

U 凰＝R''

を満たすもののいずれに属しているかのみが識別できる状況であるものと

する。また人を

Ii=(R"バノムa (E (0, 1)},s/.), (3.1)

によ゜て与えられる特別なファジイ集合とする。ただし命題si.（x）は

　　　　　　　　Si.(x）= {xは貼の点X。に一致する｝

で，任意のa ∈（0,1）に対して, ﾉﾑ＝貼かつ

f(町印)＝吠)印)={ﾑ　ｽﾆ
}

こじこﾆｸ

である。そうすると，どの矩形内に点X。が存在するかを知ることは（3.

1）で与えられるファジイ集合を得ることと同等であることが分かる。以

上の考察より写像
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　　　　　　　　　　　　i:Q→拭り∈J)

はある種のファジイ確率ベクトル（fuzzy random vector）であると考える

ことができ2）。　またこれより集合表現｛ﾉﾑα∈（0, l）｝（i巳刀　をより

一般の集合表現に置き換えるればファジイ確率ベクトルが定義できると思

われる。

　より，厳密にファジイ確率ベクトルを定義するために，まず部分a代

数夕⊂j/より生成された縮小確率空間（位si, 戸）を定義する。ここで，

見本空間jは同値関係

　　　　　ωi～ω2 ⇔⇒[∀A巳死ωi^A今ω2^A]

より得られるQの商空間，すなわち, Q=Q/～である。yは

　　　　　　　　　j/＝ぴI c-'(A)∈め

(3.2)

(3.3)

で与えられるぶの縮小a代数である。ただし，c(･)は, ωi～ω2(ωi，0)9

∈Q)のとき

　　　　　　　　　　c(ωi)＝c(ω2)＝面^Q　　　　　　　　　　　(3.4)

を満たす射影である。また戸はy上の確率測度で，各A^Jに対して

　　　　　　　　　　　戸(A)＝P(c-'(A))　　　　　　　　　　　　(3.5)

で与えられる。　さらにJfぶを空集合を除くR”上のコンパクト凸集合の族，

および～(yj)をXぷから生成されるボレル集合族，つまり, ずぶの開集

　　　　　　　　　　　　　　3)合から生成される最小a代数とする。　そうするとファジイ確率ベクトルi

2）本論文では, n次元確率変数をスカラーの確率変数と明確に区別するため

　に，確率ベクトルと呼ぶことにする。

3）jt;の位相は（2. 23）のHausdorff距離臨より誘導される。
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は次のように定義される：
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定義3. 1　通常の（曖昧ではない）確率ベクトルX。の曖昧識別の結果と

して与えられるファジイ確率ベクトル戈は

　　　　　　　　　　　　i:j→聚(i?゛）　　　　　　　　　　（3.6）

で定義される。ここでiの集合表現｛尨I a e （0, 1）}はy可測なコンパ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4)クトかつ凸な対応（correspondence）により構成される集合族である［9］。

戈の可測性については豆から冴（yぶ）への関数尨のそれによって与える

ことにする。つまり，各a e （0, 1）と，任意のE <=國（jTc"）に対して

のとき心はぶ可測である。

聡' (E)(E s/ (3.7)

注意：石とiで"の対応（correspondence）尨はその定義域がj全体である

鳶とPの関係（relation）である。　したがって, 尨は全てのw e Ωに対

して尨（面）≠μを満たす鳶から?"の部分集合族への関数と考えられる。

さらに，ファジイ確率ベクトルの集合表現の構成要素としては，d可測

なコンパクトで凸である対応のみに限定していることに注意を要する。

定理3. 1　縮小確率空間（Q, d, P）は完備である。

定理3. 2　ファジイ確率ベクトル戈を曖昧識別として与えるオリジナル

ポイントである確率ベクトルX。は，オリジナル確率ベクトルと呼ばれる。

4）凸であることは必ずしも必要ではないが，議論を不必要に複雑にしないた

　めにそのように仮定した。
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またオリジナル確率ベクトルとなりうる全ての確率ベクトルの集合をχ

で表すことにする。

ここで注意すべきことは，与えられたファジイ確率ベクトルに対して，同

じファジイ確率ベクトルを生成しうる確率ベクトルが無数にあるという事

である。したがって，オリジナル確率ベクトルとなりうる全ての確率ベク

トルから真のオリジナル確率ベクトルを識別することは不可能である。

本論文全体を通して次の条件が満たされているものと仮定する。

（A-l）X。（真のオリジナル確率ベクトル）e supp. X（もちろんX。^χ

である）

（A-2）

し
～
レ
(ぎeχ)∧ﾄ∈

。jつ
l)

尨ふS゛ in q)↑≠β

定理3. 2　次に挙げる4つの可測性は同等であることが示される:

　(a)任意の£∈謬(jr?)において灯' (E)G s/

　(b)任意のGEz^(R")において瑠(G)＝価∈Q ＼島(面)n g≠叫∈≡y

　(c)任意のG E3S(R勺において尨(G)＝{a)^副島(面)⊂G}Gj/

　(d)GT(Xa)＝{(cd,x)^QX沢川ズ∈島(面)}^j/X^(R")

ここでdx勇(尺りはQX尺”上の直積a代数，すなわちA^ Jおよび

B e S(£りである直積ÅXBの全てを含む最小のo代数である。

尨は鳶から?"への対応であるから. 尨・Cは£?からR"への対応と考え

ることができる。したがって次の系が成立することは明らかである：
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系3. 1　為を乱・cで与えられる対応とする。そうすると次の4つの可

測性は同等であることを示すことができる:

　(a)任意のE^湧(Jf?)においてぢ^(£)(Eぶ

　(b)任意のG^a沢”)において迂(G)＝{ωe£しら(ω)n G≠叫∈ぶ

　(c)任意のG^a(R゛)において到(G)＝{ω≡£?I 恥(ω)⊂G}∈ぶ

　(d)Gv(Xc,)＝{ω,x}GfiXi?叫X^為(ω)}Gぶ×謬(R勺

ここでぶxgs沢″）は£?×7?”上の直積a代数である。

定理3. 3　iをファジイ確率ベクトル，｛≪。｜a ∈（0, 1）}をその集合表

現とする。このとき

　(i）各α∈（0,1）に対して, 乙丿はぶ可測な対応である

　(ii) {LiX ＼αfE（Q, 1）}は, 戈と等価なファジイ確率ベクトルの集合表

　　　現である

　㈲　supp. Xはy可測な対応である

　㈲Lびはぶ可測な対応である

が成立する。

定理3. 4　1をファジイ確率ベクトル, ｛心｜α∈（0, 1）}をその集合表

現とする。このとき各a e （0, 1）と各銑≡{1,2,…,n)に対して, inf 亀i

とsup 尨,バまsi可測な確率変数である。ただし

　　　　　　亀ﾊﾞ'tS｝＝{x丿X e Xn｛函,X=i%＼，…, ズよ}　　　　　（3.8）

ファジイ確率ベクトルiが1次元，すなわちファジイ確率変数であるもの

とする。このとき, inf（supp.x）とsup（supp. x）のy可測性を，定理

3. 3（iii）のsupp. Xのy可測性を用いて，定理3. 4の証明と同様の手法
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により示すことができる。したがって次の系を得ることができる：

系3, 2　1をファジイ確率変数であるとする。このとき，

　（i)各a ∈（0,1）に対して，inf La Xとsup La Xはぶ可測な確率変数

　　　である

　㈲　各a ∈［0,1］に対して，inf £μとsup 乙Xもぶ可測な確率変数

　　　である

　㈲　さらにinf（supp. Jc）とsup（supp. x）もｙ可測である

注意：上述の性質は，本論文で提案したファジイ確率ベクトルが

Kwakernaak[3]によって提案されたファジイ確率変数の自然な拡張で

あることを示している[18]。

　3. 2　曖昧確率行列

^ ’゛を空でない?m xnのコンパクト部分集合の族とし, 冴（jf’燃）を

'^ rn（nのBorel集合族，すなわち't^ 回nの開部分集合から生成される最

小o集合とする。ただし，ｙ’゛の位相は

|に4IIニ√て⊇ﾕ几A)‾（λmaxはA'Aの最大固有値） (3.9)

で与えられるマトリックスノルムを用いて定義されるHausdorff距離

臨(A,B)＝max
{sup
inf ＼＼A－B＼にsupinf IIA －B ll

}　(3.10)

によって誘導された位相である。よってファジイ確率行列（fuzzy random

matrix）はファジイ確率ベクトルと同様の考え方を用いて次の様に定義で

きる：

定義3. 3　通常の確率行列Moの曖昧識別として得られるファジイ確率行

列は
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　　　　　　　　　　　i：j→^皿”゛”)　　　　　　　　　　(3.11)

で与えられる。ここで{M衣函)I a e (0, 1)}はy可測でコンパクトな対

応によって構成されるものとする。すなわち，任意の£EJ(f゛りお

よび任意のa E(0, 1)に対して

　　　　　　　　　　　Ma' (E)eE j/　　　　　　　　　　　(3.12)

を満たす対応により構成される。

　いまiをμ次元ファジイベクトルとする。そうすると通常のベクトルズ

の演算xx'のファジイ化されたものとして，次のファジイ行列X 国%ノを導

入できる：

　　　　　　戈田X'＝(R"゛,{島田罵｜α∈(0, 1)},SjEw)

ただし{島｜a 6E (0, 1)}はiの集合表現で, 島の演算島田罵は

　　　　　　　　島国辺＝{W I W＝XX',X e Xa}

で与えられ，命題亀おW)は

である。

亀BダW)＝{Wは行列エ。罵に一致する}

(3.13)

(3.14)

(3.15)

定理3. 5　1をファジイ確率ベクトル, 叱｜a ∈(0, 1)}はその集合表現

であるとする。このとき(3.13)で与えられるファジイ集合はファジイ確

率行列である。すなわちi国ずはぽ(i?゛゛)の構成要素であり，各E ∈

謬(jf゛りおよびa ∈(0,1)に対して

　　　　　　　　　　(尨田辺)-'(£)eE^-　　　　　　　　　　(3.16)
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である。さらに尤国ダは，任意のa ∈(0, 1)において

　　　　　　　　　玩(だり＝ヱμ)田(£μy

と，任意のαe[0, 1]において

　　　　　　　　　　L衣n')= (£μ)国(LixY

を満たす。

第3章の定理の証明は付録Bに与えられている。

4　結 言

(3.17)

(3.18)

本論文では不規則現象を人が曖昧に認識することによって得られる一種の

ファジイ確率ベクトルとファジイ確率行列を，ファジイ集合の集合表現を

全面的に採用した形で定義することを提案し，それらの若干の性質につい

て考察を加えた。

　ここで，提案したファジイ確率ベクトルの特徴としては次のような点を

挙げることができると思われる：

　1.ファジイ集合の集合表現を採用したことにより，ファジイベクトル

　　　間等の算術が見通しよく行えるようになった。

　2.基本的にはKwakernaak[3]によって提案された多値論理にもと

　　　づく方法論に従ってファジイ確率ベクトルを導出しているが，対応

　　　の理論を応用することによって，多次元のファジイ確率変数，すな

　　　わちファジイ確率ベクトルや，さらにはファジイ確率行列も，自然

　　　なかたちで定義できるようになった。

　3.ファジイ確率ベクトルの集合表現を対応の集まりで定義したことに

　　　より，従来から提案されている他の定義法[11]によるファジイ確率

　　　変数との関連を考察する基礎が確立できた。
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　定理2. 2の証明

(i)命題S/(のは

付録A　第2章の定理の証明

S/(の(v)＝{vは/(≪。)に一致する}

　　　　= y {(u＝‰)∧(ひ＝/(め)}

＝v観∧(ひ=八m))}

と書きかえることができるので，

ぺり(の)＝くV {su(め∧(.v=f(u))})

=sup{(の(m) I≪=/(≪)}

となることがわかる。ここで

－267

(A.I)

(A.2)
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y^佃卜収(の(の)＞α}

=

ﾄ
SUp{(の(≪) I≪=/(m)} ＞α

追手門経営論集Vol. 1 No. 1

(A.3)

と仮定すると, (2.8)より，y＝ｱx)かつX^LaU⊆已であるXの要

素Xがあることが分かる。従って，

　　　　　　　　　y＝f(x)∈佃V=f(u), U ^ Laの

　　　　　　　　　　　　　⊆{v I v=f{u),　U^肌}　　　　　(A.4)

すなわち

　　　　　　　佃□(S/(の(の)＞α}⊆/(乙U)⊆/(已)　　　　　　(A.5)

が成立することは明らかである。一方，

　　　　　　　y (E ／(醜)= {v I v＝f{u), u (E 肌　　　　　(A. 6)

と仮定すると, y＝/ix)かつX^醜⊆LiびであるXの要素xがあるこ

とがわかり，これより

　　　　　　　　y E {v＼v=f(u)，u e ㈲

　　　　　　　　　⊆{v＼v＝f(u)，u^Li価

　　　　　　　　　＝{川((の(M)>α)∧(v ＝八≪))}

卜
抑
ヒ

　
こ
I

-

-

sup{(の(m) I v=/u))>a

すなわち

佃□(S/(の{v))>a)

/(醜)⊆f(Liの⊆佃け(s/(の㈲)>a}

　　　　　　　－268－
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を得ることができる。従って，（A. 5）と（A. 8）から各a ∈（0,1）に対

して

　　　　{V I t(Sf(の(v))＞α}⊆/(醜)⊆{v し(剱の(の)≧α}　　(A.9)

が成立し，これより　び(醜)I a e (0, 1)} ザ(のの集合表現であること

が分かる。

㈲(A.5)および/(ののメンバーシップ関数の定義，すなわち

　　　　　　(/(の)(i;)＝μ(s/(の(○)

　　　　　　　　　　　ぺ

ex∧(m=Mo)リ

　　　　　　　　　　　＝sup {t((v＝f(u))八iu=Uo))}

　　　　　　　　　　　＝sup {(の{m) I v＝f{u)}

より，明らかに各a e (0, 1)で

　　　　　　　　　　　Laf(の⊆/(乙の

であることが分かる。一方

　　　　　　yE^f(Laび)= {v＼v＝f{u),　U^LaU}

(A.10)

(A. 11)

(A. 12)

と仮定すると. y＝/収)を満たす玩びの要素Xが少なくとも一つ存在し，

このことより

　　　　　　y＝/(x)∈[v ＼v＝f(u), u EL衣U}

　　　　　　　　　　⊆{v｜((の(m) ＞α)八〇＝/(め)}

卜
狸
ヒ

　
こ
I
sup {(の(m) I v=f(u)} ＞a

　　　－269－
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　　　　　　　　　　　= 佃I t(み(の(○)＞α}

　　　　　　　　　　　＝£a/(の，

すなわち各a ∈(0, 1)に対して

　　　　　　　　　　　　/(乙の⊆£aKの

追手門経営論集Vol. 1 No. I

(A. 13)

(A. 14)

であることが分かる。従って, （A. 11）と（A. 14）より，∀a (E（0, 1）に

対して

　　　　　　　　　　　f（乙の＝玩f（び）

が成立することが分かる。さらに, （A｡8）と（A.10）より

　　　　　　　　　　　/（乙の⊆Lif（U）

であることは明らかである。

(A. 15)

(A. 16)

(ii)（A. 16）より分かるように, （2.20）が成立することを示すためには，

各a ∈［0, 1］に対して

　　　　　　　　　　　f(Li U)⊇Lif陶

であることを示せば十分である。ら○)と肖(のをそれぞれ

　　　　　　らv) = {m G X I (v＝f(u))八叫(ELa U）}

と

　　　　　　m(v)＝{(の(u)I (mEX)∧{v＝f(u)))

で定義するものとする。

　　　　　　　　　　　　　　　　－270－
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ヶ－スI：まずら(○≠βと仮定すると. v＝f(x)かっx^L＆Uを満たす

Xかおることがわかる。従って，そのような心こ対して

　　　　　が三Uげの＝{y＼ (f(び))(y)>α}

十 sup {(の(m) ＼y=f(u)}>α (A.20)

かつ

　　　　　ひ∈{y＼ （y＝f（u)）∧(m e Li 勧) ＝f（Liの　　　　　（A. 21）

であることが分かる。すなわち任意のa ∈［0, 1］に対して. （A. 17）が

成立する。

ヶ－スn：ら(め＝βと仮定する。(A. 19)で与えられるm(v)を用いると，

/(ののαレベル集合Li/のは

乙げび)＝↓yeE Y sup �(y)>α

と表すことができる。従ってが三Lif口)であれば，

sup m(v)>α

(A. 22)

(A. 23)

であることが分かる。　またら(○＝βであるので，すべてのβe m(v]　に

対してβくαとなる。従って, aはm(v)の集積点であるから，

lim at＝α
沌→∽

(A. 24)

となるm（v)の厳密に単調増加な系列｛a川友＝I, 2,…｝が存在する

ことが分かる。また，

－271－
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at ^m(v)＝{(の(u) I(m G X)八(v =八u))} (A.25)

であるから, v=f(xu)で(び)(元)＝昿となる系列{為<EX ＼だ＝l,2,…}

が,{at I ん＝l,2,…}に対応して存在することが分かる。また, び∈ぽ(X)

だからL匹Uはコンパクトであることを示せる[17]。さらに

L―U⊇Lてf/⊇■■■£―び⊇£こ宍戸⊇¨' (A. 26)

であるので, ｛為｜だニ1, 2,-}は収束する部分列｛殆トニ-I 2, ･･･}

を持ち，その収束先をXとすると

戸I

＝∩L¬U＝Li U

　た=1　　aI,

となる。ここで（2.14）を使用した。また／を連続写像とすると，

lim (為)＝x⇒lim f(x,0)＝/亀)
卜∽　7　　　　戸∽　　7

(A. 27)

(A. 28)

を得る。従って，全てのん（＝l, 2,…）に対して，八飢）＝Vであるから，

（A. 27）と（A. 28）から分かるように, x（EzLiU）に対しても, fix）＝v

となるが，これは

バ≡{m6EX心ﾉ=/(m))八(m e LiU)}＝la(.v) (A. 29)

であることを意味している。ところが（A.29）は，最初に仮定したなv）

= 0と矛盾する。従ってヶ－スIのみが可能であり, （2.20）が証明され

たことになる。

(iv)/は連続写像であると仮定する。そうすると，各a e （0, 1）に対して

八醜）はコンパクトなファジイ集合であることは明らかである。さらに

（2.17）と（2. 20）から
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と

∩/(の

α6(0.1)
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―ムゴ(のﾆﾉ£iのﾆﾉ(こ

l)

已)≠β

supp. /(の＝cl. U ／Ua)＝clLof(の＝cl. f(Loび)

　　　　　　　　　　α6(0,1)

　　　　　　　⊆cl./(cl. £oの=/(cl. £oの＝/(supp.の

(A.30)

(A.31)

であることが分かり，これより/（の<E 侈（X）と結論づけることができる。

ただし（A. 31）の導出にあたってsupp. びのコンパクト性を用いた。

付録B　第3章の定理の証明

　定理3. 1の証明

　ぶの要素jがP（A）＝0を満たすものとする。（3.3）より明らかに

c~'（A）∈ぶである。またÅの任意の部分集合jに対して, B＝c~'（B）

⊆c-'a）で確率空間（a si,約が完備であるから

戸(B)＝玖c-'(5))＝P(B)<P(A)＝P(c-' (A))＝P(A)=0

となる。したがって（fi, si, P)もまた完備な確率空間となる。

定理3. 2の証明

定理3. 2を証明するためには以下の補題を必要とする［9］

補題B.1　次の2つの主張は等価である:

　(a)任意のE e ^(jfj)に対して灯'(£)^d

　(b)'任意のR"の開部分集合jに対して灯(B)ed

　　　　　　　　　　　　　　－273－



福　田　得　夫 追手門経営論集Vol. I No. I

補題B. 2　即の任意の開部分集合jに対して, 灯(B)をぶの構成要素

とする。このとき

　(d)Gr(尨)G j/x^(i?")

補題B. 3　Gr(x。)がJx冴(?”)可測であるとする。このとき，

　(c)任意のBorel集合G^3S(R")に対してxi(G)e j/

(定理3. 2の証明)

(a)→(d)と(d)→(c):補題B. 1, B. 2およびB. 3から容易に導くこと

ができる。

(C)→(b):-Bを謬(R”)の任意の要素とする。そうすると, B'もa留”)

の要素となる。従って, Q＼尨(Bり^ d。さらに

Q＼尨(B')＝Q＼到l(R”＼B)

　　　　　＝Q＼{必efi I心(必)⊂R''＼B}

　　　　　＝鳶＼{必｜尨(面)∩β= 0}

　　　　　＝{w G flI尨(面)n B≠o}

　　　　　＝茸(B)

を得ることができ，これは

を意味する。

茸(召)(E d

(B.I)

(b)→(a):i?≫の任意の開集合Gは明らかに勇(j?”)の要素である。この

ことは(b)→(b)'を意味する。従って，補題B. 1から(b)→(b)'→(a)

－274－
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　定理3．3の証明

（i）{a- |r＝1, 2,…｝は（2.11）で与えられるようにilXIj. 。。CCr α

かつ各Ｍこ対してαr ∈（α，1）である厳密に単調減少する系列とする。

このとき（2. 13）から

£β＝[Jな必) (B.2)

となる。またたoj）はｙ可測であるので, R"の任意のBorel集合Aに

対して

(£μ)ｓ(ﾝi)＝{・^Q ＼.

=卜e iQ Uな（必）⊂A

＝∩{co ^ Q ＼な（必）⊂A) ^ si (Ｂ.3)

となる。従って，定理3.2を用いることにより, £ixXはｙ可測であるこ

とが分かる。

（ii）{a:帽r=l, 2,…｝は（2.12）で与えられるようにlirri。。。球＝α

かっ各ｒに対して嘩∈（0, a）である厳密に単調増加する系列とする。

このとき（2.14）から

■Lia.X∩な(必)
(B.4)

となり，をがコンパクトかつ凸であることからJL/μもそうであることが

分かる．な（jU)）はｙ可測で，d)^函こ対してか（必）⊇恥（面）⊇…であ

るから，任意のA ∈～（即）において

275－



福　田　得　夫

　　　　　　(Lix)"'(A)＝{a}!Ea Lix(a))r＼A≠叫

-

- 必G Q ∩(仙(面)riA)≠り

追手門経営論集ra. / Wo. I

＝∩価日Q ＼か必）HA≠0} e j/ (B.5)

が成立する。従って（L衣戸（A）(E s/であることがわかり，これよりLβ

はぶ可測であることが定理3. 2より分かる。

(i)ぞの任意の閉集合jに対して

　　　　　　(supp.x)几A)＝(cl.Lox)(A)

　　　　　　　　　　　　　＝{<j) e Q ＼cl.£o戈価⊂A)

　　　　　　　　　　　　　= {w E: ムox(面)⊂A)

　　　　　　　　　　　　　＝(£ox)削) (B.6)

である。また, (i）と同様な手順によって（£oめ'（A）e j/であることが

分かる。従って，任意のi?"の閉部分集合jに対して

　　　　　　　　　　(supp. x)''/)G J

であることが分かる。さらに，

(B.7)

　　Q ＼(supp.x)(A)＝(supp. x)べR゛＼A)＝(supp. x)べ4 り　　(B.8)

であることが示せるから, R゛の任意の開集合jに対して

　　　　　　　　　　　　(supp.x)(Bりe j/　　　　　　　　　　(B.9)

であることが分かる。　よって補題B. 1よりsupp. % ＼まsi可測な対応であ

ることが分かる。
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㈲α= 1に対しても（B.4）であるので, £tx（面）のy可測性を（ii）と同

様の手法によって示すとができる。

定理3.4の証明

R"の開集合jを

　　A ＝{x日?帽Xi＜c;%iはOC＝収v，…■ み)'のf番目の要素} （B. 10）

によって定義する。尨（・）はコンパクトであるので，x＝（xi，…, 石'の

各要素Xi（i = l, 2，…）は

および

inf 尨。(必)＝ini{刄I X e 尨(面)}

　　　　＝mm{刄＼ x^翁函)}

sup い(・)=sup仇I X e 島(・)}

　　　　　= max{xi I X ∈尨(必)}，

を満たす。従って

かつ

{weeにnf 心衣必)くc}＝
　
う
　
E
仁
に

(B. 11)

(B. 12)

min 刄＜

i6心必)

↑
ｑ
♪

= {面∈釧島(必)n A≠叫

＝灯(A)e j/

{cO G ΩI sup 尨,江面}くc}=ﾄefi max Xiく

エ∈i.fe)

Υ
μ
j

= 価e釧島(面)⊂溺

＝到ﾝ)6E^~

-277－

(B. 13)

(B. 14)
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であることが, 烏がｙ可測であることと，定理3.2で示された４つの可

測性の同等性より導出できる。

　定理3. 5の証明

(i)最初に心曰到はJi cから'^ nXnへの連続写像であることを示す。 f7

の任意の２点心と島に対して，島曰到と島田盛の間の距離は

　　　A ∈島曰到＝{P7 I W＝ズダ，X G 心}⇒A ＝aa＼，a∈心　　(B. 15)

および

召∈島田到＝｛WI W＝yｿﾞ，y e 知⇒召＝ぱ，＆^島　　（B.16）

であるから，

　心(島田応,夕α[

　　　　＝ニmaχ

↓

ぶ）

sup　　inf　lに4一則に　sup　　inf　lに4一引
∈叉,曰瓦B^ﾀ。[Ξlダ BGﾀ。国え/∈戈。国瓦

max
{sup
inf IIaa!一bb' I|, sup inf llaa!一bb' I|j (B.17)

で与えられる。心と島はi?”の空でないコンパクト集合であるから

SUp㈹||ジ

琶

a^ia　　　　　　　　　　

2 と sup ＼t|＼<召し

beﾀ.　　　　　　　　　
２

(Ｂ.18)

を満たす肛が存在することが分かる。 さらに

||aa'一bb丿|＝|＼aa'ーaが十aが一bb'|

　　　　　< IIαa一aがW十|αb'一bb'W

　　　　　< |副||α一b I十D I‖Iα一51

　　　　　＝（l|α|十|I 6 I|）I|a一b＼| (B.19)
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であるから，（B｡18）と（B. 19）より

ファジイ確率ベクトルの集合表現について

sup inf llaa'ーbb'||<sup inf（II a ||十II ゐ||）|Ia一川|

　ae心&巳島

<訂sup inf IIα一b＼＼

　　　aEち&∈刄

かつ

sup inf llaa'一bb' |I <sup inf （II a II 十Iμ|I ）|Ia一b I|

　&∈馬aG焉

≦M sup inf IIa一b II

　　　&e刄aEt.

(B.20)

(B.21)

となる。（B.20）と（B. 21）を（B.17）に代人することによって

　　　　　　　臨（島国島,%田到）<Mdn（島, 島）　　　　　　（B. 22）

を得る。従って∀ε＞Oに対してd=ε/Mとすると，臨（島，免）＜∂であれ

ば

　　　　　　　　　　　心（島国到,So.田沢）＜ε　　　　　　　　　　　　（B. 23）

であることが分かる。すなわち島田罵は'yynの任意の点心に関して連続

であることが分かる。また定理2. 2を写像/口）＝x国ダに適用することに

より,X国x'は'SiR'"゛）の要素であり, （3.17）と（3.18）が成立すること

が分かる。

(ii)Eを可測空間(jf″巴冴(jf”ブ))における開部分集合とする。尨曰辺

は尨の連続写像であるから

島回島)-'(£)＝凪しらe fg, 島国到巳目

　　　　　　∈戦麗)

　　　　　　　　　－279 －

(B. 24)
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が成立する。従って（3.16）が成り立つことが分かる。
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