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2つのm-out-of-M:G型から成る

　システムの信頼度解析
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はしがき

中　道 博

　多数の構成要素から成るシステムにおいて，その構成要素のうちいくつ

かの作動しない要素があっても，システムとしての機能は支障なく満足に

果たされるという状況は現実に数多く存在する。逆に，システムの機能を

維持するために予備の要素を多数備えてシステム構成をすることがある。

このようなシステムは一般に冗長システムといわれており，特に, M個

の要素のうちm個以上が正常に作動しているならば，システムとしては

正常に作動しているとするとき，このシステムを肖-OUt-Of-Af:Gシステ

ムという。

　ここで取り扱うシステムは, 1つのサブシステムがOT-OUt-of-町:Gで

あり，もう1つのサブシステムがw-out-of-A'': Gである2つのサブシステ

ムから構成されているシステムである。このシステムのモデルとしては，

例えば，大学の計算センターなどでは，複数のラボを持って業務を行って

いる場合が多い。　いま，仮に2つのラボLa, L,bを考え, ムバま冊個，

LBはN個のそれぞれ同一機器を備えているとする。　それぞれのラボでは

少なくてもm個およびn個の機器が正常に作動していなければ，ラボと

しての機能が満足に果たせないとする。もし，稼働可能な機器がm個ま
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たはn個より少なくなれば，システムとしては本来のラボ機能の遂行か

ら見て一種の故障とみなし，即座にラボで稼働していたすべての機器を停

止して，これまでに故障していたすべての機器を，直ちに修理ステーショ

ンに送り，修理（または，新品と取り替え）を実施して，修理がすべて完了

すれば直ちに元に戻してシステムの稼働を再開させることとする。

　この小論では，このようなシステム，すなわち, 2つのOT-OUt-of一封:G

タイプのサブシステムから構成されるシステムの信頼度を解析する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1-3)　なお，単独の肖-out-of一冊システムに関する研究については数多くある。

直列システムでは，特に大規模になればその信頼度は極度に低下し高信頼

度がえられないし，逆に，並列システムでは，高信頼度が得られるものの

非常に高価なものになる。そこで，新しいシステムとしてOT-OUt-Of-封シ

ステムが注目され, 1980年前半から数多くの研究がなされている。これ

らの文献については，最近M.T. Chaoらにより, OT-OUt-Of-封システム

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4）に関する信頼度研究のサーベイを発表しており掲載されている。

2.システムとモデルの性質

　システムは2種類のサブシステムs.およびs.で構成されている。 s,

は皿個の同一要素からなり，また. s.はN個の同一要素で構成されて

いる。ただしI S I, S 2の要素は必ずしも同一でなくてもよい。

　全体システムは, s.に属する封個の要素のうち少なくともm個以上

が作動しており，かつ, S2に属するN個の要素のうち少なくともn個以

上が作動しておれば十分その機能が果たせるものとする。すなわち, s,

はOT-OUt-Of-封:Gシステムであり, 肖個が現用，残りの要素が熱予備

（hot-standby）として用いられていると考えてよい。また，S2についても

刀一out-of-Af:G システムであり，同様に考えてよい。

　s.内の封－m－1ｲ固以上の要素の故障に起因するシステム故障をA一故
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障（type-A breakdown）と呼び，また, s.内のN－n－ 1個以上の要素の

故障によるシステム故障をB一故障（type-B brewakdown）と呼ぶことにす

る。 A一故障またはB一故障いずれに起因するシステム故障でも，これが生

起すれば直ちにs,およびs.内のこれまでに故障している全ての要素が

修理ステーションにまわされ修理される。全部の修理が完了すれば直ちに

元にもどされ，システムは再び稼働状態に入る。システムの各構成要素の

故障は，それぞれ独立なポアソン過程で生起し，A一故障およびB一故障の

修理による再生過程はそれぞれ独立に一般分布に従うものとする。また，

各故障の発見および修理，回復への切り替え（switching）は確実に行われ，

切り替え時間は無視できるものとする。さらに，修理ステーションの窓口

は1つとする。

3.モデルの解析

〈記号〉

以下の解析で用いる記号および修理時間分布の仮定を次のようにする。

E（, ﾌﾟ）：s,内の故障要素の数がf個,s.内の故障要素の数がﾌﾟ個である

　　　　状態

几心）:時刻Zでシステムは作動状態にあり，s.内の故障要素の数がf

　　　　個, Sa内の故障要素の数がﾌﾞ個である確率

Qバ）, Q召（）:時刻ZでシステムがA一故障（B一故障）である確率

Qa(.x, t）,Qb(x, i）:時刻乙でシステムがA一故障（B一故障）の状態にあ

　　　　　　　　　　　り，その修理経過時間がズである確率

λパS,内の同一要素の故障率（一定）a＝i, 2）

μa（x）μ衣x）：A一故障（B一故障）の修理率

ム収），几,x）：A一故障（B一故障）の修理時間分布の確率密度関数（pdO
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几A(x)＝μバx)exp[一ｴu.A(T)d月

几(x)＝μb{x)exp[－ト(T)d月

追手門経営諺栗Vol.1 No.j

7：システムが，その全ての要素が稼動可能な状態E(0, 0)から作動し

　　始め，初めてシステム故障になるまでの時間

φ(Z)：Tの確率密度関数φ()dt＝P{t≦7≦z十dt}

E(T)：7の確率分布の平均(MTTF)

/(s)≡J
n一町収)dx:fix)のLaplace変換

　〈定式化〉

　時刻Nこおけるシステムの状態推移に注意すると，次のシステム状態方

程式系がえられる。

(1)(岳十訂λ1十Nλ2)Po.o(£)＝工tiA(ズ)QA亀t)dx

　　　　　　　　　　　十f Hb(x)Qb(x. t)dx

(2) {dt十(M-i)λ1十(N-ﾌﾞ)λ2}瓦心)

＝(訂う＋1)λipiぺ肩)十(N－j＋1)λip眉-i(£)

　　　　　　　　　　　　　(1≦i≦M－m, 1≦y≦N一n)

R)音十(M-i)λ1十Nλ2}Pi.o()＝(M－i＋l)λiPi-io(t)

(1≦f≦訂一回)

≪){音十皿λ1十収づ}λ和o,嶮)＝収づ＋1)λ2Po,y-i()

(≪)(み十言十μa(x)]Qa(x, )＝0

－134
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≪){嗇十昔十μb(.x}}Qb(x, )=0

・境界条件：

　　　　　　　　　　　　　　　y一刀(7)　Qa(O, t)=mλ1ΣPm-m, j(t)

　　　　　　　　　　　　　　　;= 0

　　　　　　　　　　　　　　が一加(8)　ら(Q. )＝nλ2ΣPiN＿。(t)

　　　　　　　　　　　　　　　i=0

・初期条件:

(9)　-Po.o(O)＝l, t=0における他の状態確率は全てO。

　〈状態確率〉

　以上の方程式系を解くために，初期条件(9)のもとで(1)～(8)のZ

に関するLaplace変換をとると，

(げ　(s十μλ1十Kλ2)-Po,o(s)＝l十工こね(X)ら収S)血

　　　　　　　　　　　　　　　　　十Xy(功Qホ,S)血

(2)' {s十(M－i)λ1十(N－j)λ2}P‰(s)

　　　　　= (訂-f＋l)λ,F,_,,y(s)十(N-ﾌﾟ＋1)λ2凡トl(s)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1≦i≦訂一脈　1≦ﾌﾞ≦N一n)

(3)'　{s十{M－i)λ1十Nλ2}玖o(s)= (訂丿＋l)λi丿いi,o(s)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1≦f≦M－m)

(4)' {s十万λ1十収づ}λ2}瓦か)＝収づ＋1)λμo,,_l(s)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1≦j≦N一功
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十嗇十八(x)]q輿収s)＝0

十昔十心収)}Qホ,s)＝Q

　　　　　　　　　　　　　N-n(7)'　ら(O. s)＝mXiΣ戸か。(s)

　　　　　　　　　　　　　戸o

　　　　　　　　　　　　　μ一加(8)'　Q≪(0, s)＝nλ2Σ玖N。(s)

　　　　　　　　　　　　　1 =0

追手門経営論集Fo(. / No. I

（げ～（8)'の連立方程式からシステムの状態確率（Laplace変換形）を

求める。

　先づ，（5)'～（8)'より，

(1O)　QaQc, s)＝ら(Q,s)exp[トJ

　　　　　　　＝mλl宍戸おー,j(s)expトsx二ト(x)dx]

(11)　Qb(.x, s)＝nλ2Σ机iN。,s)expトg二/ﾐμバr)d月

　次に, (3)'および(4)'より，

(12)八,(s)≒＋器三鸞七戸一1.0 (S)

　　　　　　~曼うよ≒し立.　　

S

ﾔ
yVλ2　Pi-x.o(s)

　　　　　　　　　　　　　1十(訂－j)λ1

Mう gl〔s, i (〕)

(13)　戸Oj(S)ニ型二手仁丿上‘　｡≒｡
　　　　　　　　N－j　　　g-z(s,0, ﾌﾟ)

をうる。ただし，ここで
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gi(s,i,ﾌﾞ)≡1十玉ﾑｿ万万まﾔ･

g2(s,i,j)≡1十(ﾃｽﾞﾀﾞﾌﾞj?ヤ

同様に, (2)'より，

(15)　j‰(.)＝刃二二]土．　　1
　　　　　　　　　M‾i　　gi(s, i,j)

　　　　　　　　N－(ブーl)　　　1
　　　　　　　＋　A^づ　　゜石突千万

をえる。

　いま，（12）の漸化式より，

　　　　玖O（S）=型三丹千LL･盲

i(s

ﾌﾟ才
0)

Pi_い(s)

-P:,;-1(S)

-P._i,o(s)

Pi-l O(S)ﾆ1三万卜者･゜gl(Sﾉﾆ1.0)

机O(S)＝jがT･玉石jﾌじ石

これより，

Pao(s)

P.ぺO(S)

(16)　凡o(s)=でよ≒く■/n g-i(s,瓦，0))戸o,o(s)(1≦i<M一副

同様に，（13）の漸化式より，

(17)　PU(,S)＝ﾗｽﾞｿl/力g2(s,0, ん)戸o.o(s)(1≦ﾌﾟ≦N一功

をえる。

　特に, i=M－m, j=N一刀のとき，

(18)戸M_m,o(s)＝首1/jでgi(s,秘, 0))戸o,o(s)

　　　　　　　　－137－
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(19)瓦N_ふ)＝盤l/ｺﾞg2(s,0, k))戸い(s)

　また, （15）より，

（20）　　P
M-。ソS）＝悪jj

gi(s. M一m, i)

十Ⅳ二
TV

士ﾃﾞI）.

（21）　鮒卜汲S）＝皿‾公‾1）.

追手門経営論集VoL I No. 1

P M-m-l,j(S)

　　　　1

gz(s, M一m, j)

I

gi(s,i, N一功

＋IL＋l

　　刀

　　　1

gz(s, i, N一功

戸μ-th,i-i(S)

　　(1≦j≦Ⅳ一功

？i_IN_衣s）

Pi.N_。_l(s)

　　　　　(1≦i≦訂一m)

　この（20）, （21）の漸化式を順次適用すると. PM＿m,j（s）および玖N-n

（s）は（18）,（19）のみで表わすことができ，結局戸o.o（s）だけで表わされ

る。

　したがって，ここで，

(22)

y一n
ΣPM-m. i(S)≡^(s)玖o(s)
;=o

μ一加
ΣPi.N_衣s)≡β(s)戸o,o(s)

1=0

とすると, （18）,（19）を基にしてPo, o（s）の係数■A（s）,B（s）を求めるこ

とができる。

　一方，戸o,o（s）は（7)', （8)'を（1）∩こ代入して，

(23)　(s十Mil十Kλ2)瓦.O(S)＝1十四λ1 ΣPM＿m,j(s)
J=o

ｴiこり(x)exp(－g－yiyバr)心]心

138－
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+nλ2習j5J-ぶ)jﾐふj(x)exp[－sx一シ(r)冶]血

=1十mλ1ム(s)宍戸3f-。,j(s)＋7zλ2ム(めΣ剔,^一山)

したがって，いま,(22)のA(s),B(s)を用いて，

(24)　K(s)≡(s十訂λI十万λz)－mλiム(sμ(s)－nλ2ム(s)駅s)

とすると, (23)より瓦,o(s)は

(25)　戸い(s)＝£(s)-'

で求まる。

　これにより，システムが作動状態にある全ての状態確率のLaplace変

換形j‰(s)がすべて求まる。

　〈MTTFと定常アベイラビリティ〉

　次に，時刻片0でシステムが£(0, 0)の状態から作動し始め，初めて

故障するまでの時間7の確率分布を考える。

　いま，Tの確率密度関数をφ(Z)すなわち，

　　　　P{t≦T≦Z十dt}＝φ(t)dt　とすると，

(26)　φ(t)ごmλ1ΣPM-m.j(t)＋nλ2ΣPi.N＿n(t)

である。

　これのLaplace変換形は，（22）を用いて，

(27)　載s)=mλ1Σ戸M-m，i(s)＋nλ2Σ玖Nーn(s)

＝{mλiA(s)＋nλ25(s)}Po,o(s)
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となる。

　したがって，システムが初めて故障を起こすまでの平均時間MTTF

（Mean Time to Failure）は，

(28)E(T)ニ‾言0"(s)し

として求まる。

　また，定常状態におけるシステムのアベイラビリティ(Availability)

P(∽)は次のようにして求めることができる。

(29)　Qa()≡jlC°Q4(Xバ)牡　　Q心)≡ﾌﾞUC°QZふU)心

とすると, Qa（）は時刻Mこおいてs,の要素の故障により生起したシス

テム故障（A一故障）状態にあり，また，同様にQa（t）はB一故障にある状

態確率を表わしている。

　（29）のLaplace変換をとると, （10）,（11）および（22）より，

(30)　ら(S)＝工祐よい)dx

　　　　　　　　＝m,λ1笑/‰-m,j(s)工乱xp(－SX-ﾌﾞﾌμA {r)dr)dx

　　　　　　　　　　　jV一n　　　　　　　　　1　　　　　　　　＝mλ1涙戸Aj-。,j(S)・7(1一几(s))

= OTλiA(s)(lづ雨))焉o(s)/s

同様に，

(31)　　ら(s)＝wλzβ(s)(l一几(s))戸o,o(s)/s

　時刻削こおけるシステムの状態は，互いに排反的な作動状態, A一故障

およびB一故障の状態のいずれかにある。

　したがって，次の関係式が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　　－140－
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几iit)十Qa()十QB(£)＝l

Laplace変換形では，

　　　　　　が一mN一刀　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
(33)　ΣΣPi.i(s)十ら(s)十ら(s)＝－

　　　　　　1=0　1=0　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　　　　　　　訂一加N-nいま, 戸(s)≡ΣΣ凡か)とすると，

(34)　戸(S)＝･万一{ら(s)十み(s)}

　　　　　　　s[1一伽λiA(s)(lづ≒(s))

　　　　　　　十れλ□(s)l一几(s))}戸o,o(s)]

　このP(s)は時刻Zでシステムが作動状態にいる確率P()のLaplace

変換形である。もし, 玖t)に定常状態での解P(・)が存在するならば，

Laplace変換の性質より，

(35)　　p(ら)＝iimFW=limsP(s)
　　　　　　　　　z→∞　　　　S→0

で求めることができる。

　(24), (34)より，

(36)　p(cx,)＝
(s十訂λ汁Nλ －(肖λ1 A (s)＋nλ

~

召

　〈例〉

ケース1. (簡単なモデル例): M＝N＝2, m＝n＝1の場合

　(12),(13),(15)より，

鳥O(S)＝乱石大而ﾃﾞ几o(s)，几心)＝玉石ｸし石

板'(^)ニi;/,几(^)十玉石A丿了耳,o(s)

　　　　　　　　　　－141－



中　道　　博

-

-

　　　　　4

g,(s, 1, l)gi(s, 0, 1)

追手門経営論集VoL 1 No. I

g.(s, l,Oも,(s, 1,l)}几"(")

gi(s,1,0){十g2(/1,1)}十gム1,1こ2(S,0,1)

盲言 0,了{'十g1(S,21,1)}十g1(S,1,0ﾙ2(S,1,1)

　　　　H(s)≡λlA(s)十λ2 5(s)とおく，

ここで，システムの故障状態からE(0, 0)への復帰する確率を0,すな

わち，μ^(x)＝心収)＝0とすると，Po.o(s)＝l/(s ＋2λ1＋2λ2)である。

　この条件のもとで, 0(s)は(27)より, ^(s)＝H(s)Po.o(s)である。

したがって, E(T) =一夕(s)トOとしてMTTFが求まる。

　いま, 亙(s)に関して，少し計算を加えて次の結果を得る。

亙(Q)=λ1^(0)十λ2 5(0)=2(λ汁λ2)

ず(0)==λ.ぶ(0)十λ2が(0)

一万］七競八寸兜巾
したがって, ダ(s)＝iJ'(s)瓦o(s)十H(s)Po. o(s)より，

^'(0)一万匹わ[1づ言づ竹岩ゲ

これより，MTTFは次式でえられる。

E(T)

にし沁寸土丿言万言)ソ説諭ｹ)|]
　　　　　　　　　　　　　　　5）なお，この結果はNatarajanのModelで，μ1 ―μ2＝Oとした場合の結果

と一致する。

ケース2. （特殊なモデル例）：N=l，n＝lの場合

－142－
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　このケースでは，一般モデルでの（17）戸o,;（s）は存在せず，作動状態

での状態確率はPi. O（S）のみである。したがって, （16）より

　　　　凡ofe)＝^j≒ｽﾞ!g.(s,ん,o))ツo,o(s)(1≦江訂一涯)

特に，戸M－o(s)＝岑'jJffi(s,ん,0))心o,o(s)

これより，

瓦(s)≡(s十訂λ卜λ2)一MXぐ汀sr.(s, k. 0))‾ム(s)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た-1

　　　－λ2習諮≒くよlgi(s,k,))‾ム(s)

ここで, gi(s, k, 0)≡gis,M－k)た=0, 1, 2,…,訂－1とおき，

貝gi(s,瓦.O)≡凪(s, I), 貝g(s,瓦)≡/(s, I)とすると，

　　　　hi(s, l)=h(s, M－l)/h(s, M－l－l)

が成立つ。ただし. んi(s,0)≡Iとする。

したがって，

　　　　s十趾λ1十λ2＝/?.ig(s,訂)＝訂λ1 h(s, M)/h{s,M－l)

に注意して，

ただし，

X(s)＝避ｿ回し巧{h(s, M)り(s,m-1)ム(s)

　　呼万h＼s.彭斗刈

=ゾキy｡Us）
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£(s)≡ね(s,M)一八(s，m －l)ム(sト血H^
八(s'M‾仁f

B(S)
　　　　　　　　　　　　　　　　λ1 ≫＝0　　　　訂一z

これより，システムの状態確率のLaplace変換形は，

Po,o(s)＝
九(s,M－l)

がλi£(s)

玖0 w)＝諮―:rで~八s) (^≦i≦訂一雨

として求まり，また，定常状態でのアベイラビリティp(oo)は

　　　　P(・つ)＝ん(Q,M)-h(O,m‾l)

　　　　　　　　　　　λ2ご(0)

として求まる。

これらの結果は，中道のＭｏｄｅｌで，Σλifk,i(s)≡λ2ム(s)とした結果

と一致している。
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