
強い衝撃波の漸近安定性

I

序

浅　倉　史　興

論

　簡単でよく知られた，散逸項のないバーガース（Burgers）方程式：

　痢十紺ら＝O　　　　　　　　　　　　　（1）

から出発しよう．この方程式の古典解は，特性曲線に沿って一定の値であ

るので，特性曲線は

　　　　　　　　　　　　　　　x=u(E Q）t十ぎ

という直線となる．たとえば，初期値として関数
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り う互
a
ぐ

Z十ど

Z十ぎ

　　ぎ

- 41 -

　x< －a
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となる．これらの特性曲線はZくαにおいて互いに交わらないので，古典

解は　∧　　ト　･＼∧.………　〉∧　∧ﾄ　j…………l　…………:〉つ　……=1.::･　○:=……　……|　…………

u(x, t)＝

　1

　X
a－t

　O

　x<t－a

t－a<x<0

　　x>0

と表示される．ところがt＝aで特性曲線は交わり，解においては

　　　　　I　x＜0辰i,α)＝
{
ノ　･=

　　　　　O　X＞0

(4)

(5)

という不連続性があらわれる．したがって，ﾚuを古典解としてt>a ＼こ延

長することはできない．この例では, x＝t－a, x＝Q上でM iま微分可能で

ないので，「古典解」として扱うのは不適切かもしれないが，初期値とし

て　づ　＜　　　　　　　　　　ニ　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼

心亀)＝士(1-tanh音)

をとれば，同様な不連続性があらわれるのは明白であろう。

　以上のことにより，解をt>a ＼こ延長するためには，不連続な解を何ら

かの意味で許容しなければならないことがわかる。そこで方程式（1）が保

存則形：

痢十({･u'}↓=0

にあらわせることに注目する；保存則の積分形は

首ぐ2ヤj)゛才子岫ﾔ)‾j“(x,，t)°o

である．たとえばt>aにおいて, uが

　　　　　　　　　　　　　　　－42－
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U収t)＝{ﾑ

の形であらわされるとすると，

s =

x<s(,－a)

x＞s(t－α)

1

－2

(8)

(9)

と定めれば，保存則（7）が成立することがわかる．このような積分形の

保存則をみたす解を（6）の弱解（weak solution）といい.保存則形にあ

らわされる非線形方程式の時間的な大域解としては. 冷後このような弱解

を考えることにする．とくに（8）の形の弱解を衝撃波という．

　この例では，解は終局的に一うの衝撃波となることが示されている．さ

らに，その衝撃波の速度は，初期値の遠方の値0, 1のみに依存して定ま

り. aには依らないことがわかる．さて

,こ(x，t)=

と定めるとM.収t）は初期値を

1

1

0

ﾄﾞ賜

Oし・y

x＜0

X＞0

(10)

(11)

とするときの（1）の弱解である。このM。fe,）から出発すると，はじめ

の初期値（2）は（11）のαをパラメターとする摂動と考えられる；また，

初期値問題の解（4）,（8）はt>訓こおいては衝撃波M。収, t）をαをパラ

メターとして平行移動したものとなっている。この意味で衝撃波M。χ，t）

は摂動に対して漸近安定であるという。

　以上の考察を，保存則形であらわされる非線形方程式系に適用してみよ

う。び＝泌i，吻，…, ‰）を未知関数系, F（U）＝（fu,ハ，…,ム）しをフ

ラックス・ベクトルとするとき，次の形の方程式系を保存則系（system of

－43－



conservation laws）という
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肌十F(U)エ＝O，(ズ, )∈尺xi? 士． (12)

とくに，ヤコピ行列F'（U）ｶりn個の相異なる実固有値（特性根）:

　　λl（び）＜λ2（のく…＜λ,（び

を持づとき√保存則系は双曲型（hyperbolic）であるということの論文で

は↓各々の特性方向場が真性非線形（genuinely nonlinear）:

し　　　　　　しn ・ gradλ大声O……（1<z<m）……………　…＝

であることを仮定する．ここでr,（f/）はλi（U）に属するFび）の右固有

ベクトルである．真性非線形でない場合は，衝撃波がこの論文の意味で漸

近安定とならないので，この仮定は以下の議論で重要である．実際の物理

モデルの方程式系は，仮定がみたされない場合が多いように思われるが，

等エントロピー理想気体の方程式系は真性非線形である．このような双曲

型保存則系では，初期値問題が（すくなくとも時間局所的には）Hadamard

の意味で適切（well-posed）であるので，方程式系（12）にt＝0で初期

値：

U{x. O)＝Uo(x)

与えることにする．とくに初期データが

u‾　x＜0

び÷　X＞0

の形のとき，この初期値問題をRiemann問題という．

　さて，上の保存則の積分形をもとに,し次の定義をする.

　　　　　　　　　　　　　　　－44－
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定義1.1　局所可積分関数U(x, t)が初期値問題(12), (13)の弱解であ

るとは，対応£ﾄ→び(＊,)^£ﾑ留)が連続で，台が有界な任意のリプ

シッツ関数φGLip沁?×尺。)に対して積分等式：

町

RXR尹サcl>'ザﾜ)。か)dxc叶レ,り)･φ(x,
O)dx = O (15)

が成立するときである．

　一般の真性非線形な双曲型保存則系に対して，上記の意味での弱解の存

在を示しだのは, J.Gllmm［9］である. Glimmは巧妙な差分スキームに

よる差分近似解に局所的相互作用量Q（∠1）を定義し，初期デT夕の全変動

量が十分に小さいとき，全相互作用量が有界であること：

Σe(^)≦りo (16)

を証明した．この評価により, Glimm近似解の部分列が弱解に収束する．

一方でNishida［16］は，等温気体の方程式系の解をGlimm差分法を用

いて考察し変動量が大きい初期データにたいしても弱解の存在を示した．

以上のことを考え，ここではGlimm差分法を用いて作られた解における

衝撃波の漸近安定性を論ずるレ初期データ隔ix）の仮定として：

1.全変動量は有界である◇

2. び＋＝びo(∽)，びｰ＝びo(－∽)としたときのRiemann問題め解

　　ひ｡(ズ,t)は定数領域と衝撃波のみからなる　　　　　　犬　　　=犬

3. Glimm差分解の全相互作用量は有界である

をおく．このときGlimm差分法によりっくられる解について（仮定3.よ

り解か存在する）,次のT. P. Liuによる弱安定性定理は基本的であるj;この

　　　　　　　　　　　　　　－45－
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定理は,▽仮定2.において;……=j衝撃波だけでなぐ膨張波もあらわれる場合に

も成立する．ト　＝　．・　　　･．･･　･．　　　　：

定理1.1 （Liu［121)　Riemann問題の解び｡｡（X, t）にF衝撃波があらわ

れるとき，弱解び収,i）においてもん一衝撃波が現れ，これらの衝撃波の

速度と強さは, び｡（x, t）の衝撃波の速度と強さにそれぞれ一様収束する。

さらに，となりあった衝撃波のあいだの領域においては，解の変動量は0

に減衰する。

　この定理においては，初期値が何らかの意味で小さいという条件がない

ので，強い衝撃波があらわれる場合にも，定理の結論は成立することに注

目する．したがって，われわれの課題は収束の速さを求めることである．

もっIとも速い場合を考察するために，初期値に次の仮定をおく：ある正数

訂が存在して

びこ　x＜―M

U二　x＞M

(17)

が成立する。初期値の全変動量が十分に小ざいときはLiu［14］により，

この仮定のもとで衝撃波の速度と強さは, び収t）の衝撃波の速度と強

さにそれぞれ;-≪-こ）（e＞0）のオーダーで収束し，さらに，となりあった

衝撃波のあいだの領域においては，解の変動量はOに同じオーダーで減衰

するこ=とが示されている。この場合の証明のポイツトは，衝撃波曲線が膨

張波曲線に3次のオーダーで接触していることである。

2　単一の強い衝撃波の漸近安定性

この節ではび。（X,£）が単一のk-衝撃波:

　　　　　　　　　　　　　　－46－
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こい≪］:で (18)

よりなる場合を考察する．ここで｜に

する. I.L. Chernは［6］において，次の初期値問題：

呪十F(JJ入= O. (x, O Ei!×i?＋, U^Q⊂尺ぺ

恥付二二
の解の存在と，近似解の打ち切り誤差解析をした．存在定理は：

(19)

(20)

定理2.1 (Chern[6])定数状態ひことびこを結ぶRiemann問題の解か

単一のん一衝撃波より成るとする．初期値のびまからの摂動量:

　　　　　77＝T. VXU一口)－びこ)し汁T. F".(び十収)－びよ)しo　(21)

が，十分に小さいとき，強いた一衝撃波を含む大域的弱解か存在する．

証明の概略　　強い衝撃波と弱い波の相互作用により生じる波の評価がポ

イントである．話を単純にするために，強い衝撃波の右側の領域で考える

ことにする. k＋l一波より速い波は，強いた一波と相互作用を起こさないの

で，波はそのまま伝播する; 1一波がらん一波までは必ず相互作用を起こす.

Chemは卜波が（X<j<ん）強い衝撃波と相互作用を起こすと，それによ

るZ一散乱波叫沁＞ﾌﾞ）が発生し，その大きさが

　　　　　　　　　　a,j=O(l)aj十(2次以上の項)

と評価されることを示した。さらに，うえの2次以上の項の総和が一様に

有界であることを示して, Glimm近似解の収束を証明した｡

　　　　　　　　　　　　　　　－47－
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Chem解の漸近安定性はAsakura［4］により証明された．

定理2.2　初期値が（17）をみたし，さらにうえの（21）におけるηが十

分に小さいとする．このとき，弱解U収i）における強いた一衝撃波の速

度と強さは, び収だ）の衝撃波の速度と強さにそれぞれ^湊2のオーダー

で一様収束する．さらに，その衝撃波の外側においては，解の全変動量は

ド./2のオーダーでOに減衰する．

証明の概略．　再び強い衝撃波の右側の領域で考えることにする．方程式

が双曲系であるので，初期値のX I <Mにあるすべての変動部分は，十

分に大きな時刻7までに強いた一衝撃波と相互作用をしてしまう．した

がってt>Tにおいては，オーダー2の波をのぞき，すべての弱い波はた

＋1からn一波め方向に伝播する；いいかえれば，強い衝撃波から遠ざ

かっていく．とくにんと,た十j!一波のあいだの領域は，航跡領域（wake

region）となる．さて, n一波の外側と航跡領域のあいだの変動量はo（i)v

であるので, Riemann問題の一意性のもとでVを十分小さくすると，航

跡領域での値はびよに近いことがわかる．このあいだの領域にLiu［13］

の議論を用いると，そこでは解の全変動量がオーダーr'ﾀﾞ2で減衰するこ

とがわかる．また，弱い波の相互作用により生ずる波の全体は，オーダー

に゛2で減衰し, Riemann問題の一意性のもとでは，航跡領域においても

オーダー,-3/2で減衰する．これらのことと，衝撃波の大きさと速度はそ

の両側の値の連続関数であるごとにより，定理の結論が導かれる．

3

二つ以上の強い衝撃波の漸近安定性

　解に二つ以上の強い衝撃波が現れる場合は，一般の双曲型保存則系につ

いてほとんど何も知られていない．そこで，われわれはつぎの等温気体の

　　　　　　　　　　　　　　　－48－
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方程式系に話を限ることにする．

痢十(･
V･)。=Q.v

,‾u, = 0, (x, t)∈尺×R＋･

u(x,O)＝Ur,(x),v(x,0)＝v.(x)>v＞0, x^?

j
　
　
う

C
N
!

C
O

c
s
i

(
＞
a

ぐ
　
　
ぐ

次のNishida［16］による大域解の存在定理は，今日では古典の一つであ

る．

定理3.1 (Nishida[161)　初期値り(x)とUo(x)が一様有界でかつ変動量が

局所的に有界ならば，大域的な弱解か存在する．

　証明はGlimm差分法による.［16］では強い波と強い波のあいだの相互

作用が考察され，近似解の全変動量が時間について一様有界であることが，

直接に証明されている．全相互作用量が一様有界であることは，Liu［12］

で言及されており，実際の証明はAsakura［1］に書かれている．したがっ

て, Liuの弱安定性定理か成立する．強安定性については，次の形の定理

がAsakura［5］により得られた．

定理3.2　定数状態びことびこを結ぶRiemann問題の解か1-衝撃波s.

と2-衝撃波S2より成り，それらの中間状態がUmであるとする．この

ときNishida解に強い1-衝撃波と2-衝撃波が現れ，それらの強さと速

度は，それぞれs,と別の強さと速度にに゛(/c＞o）のオーダーで収束す

る．さらに，大きな川こおいてU亀,t）＝Uこ（またはぬｰ）が強い1（または

2）一衝撃波の左側（または右側）の領域で成立し，これら二つの強い衝撃波

のあいだの領域においてはU(x, t）はびごにt-゛めオーダーで収束する．

ここで心ま, s,とS2の強さに依存する定数で，それらが大きくなると0

に近づく（可能性がある）．　　　　　　　　　　　＼

　　　　　　　　　　　　　　　－49－
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証明の概略．　等温気体の方程式系の性質により，0＜∂＜1をみたす定数

δが存在してChemの散乱波の評価が

Iα21 1 ＝∂｜a, I十（2次の項）,

α12 1 ＝<5 Iα2 I十（2次の項）

となる; Riemann不変量の座標平面において，衝撃波曲線の傾きが1よ

り小さいことからこの評価が導かれる．これは，弱い波が強い衝撃波と相

互作用を起こすときに発生する散乱波の大きさが，この弱い波の大きさの

∂倍に減ることを示している．一方，その散乱波がもう一つの強い衝撃波

と相互作用を起こすまでの時間は，これらの強い衝撃波の強さに依存する

(弱安定性定理によりs.とSzの強さとしてよい).したがって，大きな時刻Z

において，弱い波が強い衝撃波とそれまでに何回相互作用をくりかえした

かを数えれば，弱い波の大きさの減衰のオーダーが得られる．
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