
〔研究ノート〕

　　ホモセティック効用関数について

渡　部　重　明

　本稿の目的はホモセティック効用関数の特性を吟味し，その諸側面を展

望することである．財は2財エ,yとし，財ベクトルを2＝（x, y）とする．

それらの価格をa, toとし，価格ベクトルを夕＝（(l､前とする．効用関

数をu=f（x, y）とする．定義域は凸錐をなし，各関数の正則性は保証さ

れているものとする．

　　（T）定義. /がホモセティックであるとは，

　　　　　f~-=Hg(x,y))

　と表わされることである．ただし, /∩ま単調増加関数であり. gは1次

同次関数である．

　次の命題を考える. Kは凸錐とする．

(E)灸, 心∈瓦, t＞･0,

　　　/(^l)=/心)二〉f(隔)＝f(tzd

　同一効用を与える2つの財ベクトルの財の構成比を不変にしながら，一

定比率の拡大あるいは縮小したとき，すなわち，原点を通る各半直線工ﾕで

対応する効用はそれぞれ等しくなる．

　ホモセティック効用関数の直観的なインプリケーションは次の定理にみ

られる．

　定理1. (I)と(皿)は同値である.

　[証明](T)二〉(ID. 灸＝(:*:i,輿)，こ2＝(心,J'2)とする. f(z,)＝f(z^)---=
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Moとすると, 陶＝h(ど(zi))= h(ど(zs))であるから, g(^i)＝g(z2)＝ん“^

(Mo)である･ gは1次同次関数であるから，

/(楓)=ん(g-(たl))=

　ん槍(z,))ご=ん(匈fe))

　＝ん(ど(た2))＝ｱ(た^)

　（Ⅱ）二〉（J）.（Sydsseter［10], Whitaker ・McCallum ［11］）

　　（1）ｱ（たo）＝八z）のとき, g（z）=t

としてど（功を定義する. s＞0とすると，八凪）＝人z）とOT）より, f（st

2o）＝ア（sz）である．すると（1）によ叫g（Sz）＝St = Sg（z）である．すなわ

ち，gは1次同次関数である．次に卜　ひ＞Oとし，ん(y）＝八回o）と定義し

よう．すると, hは単調増加関数であり，

　　　　　　Kg(z))＝f(g(z)z,)＝

　　　　　　　f(tZo)=f(z)

である．よって, (I)がなりたつ．

　注. f＝h(g)であれば，h-'(f)＝gであるから，∩)は次のように表現

してもよい．すなわち，ホモセティック効用関数とは，適当な単調変換に

より1次同次関数になることである．

　次の命題を考える．

　　(m)･･/ =八X, y), r＝x/yとするとき，

四囲加入
　　叫う

と表わされる．ただし, rn（u）はMのみの関数で，単調増加関数であ

る．また，削r）はyのみの関数である．したがって4はQ次同次関

数である．

支出関数口は，
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e仇萄= miii{p ･ z＼u(z)≧緋

と定義される関数である.

　　(W)e－ れ(u)φ(φ)

　と表わされる．ただし，φはjのみの関数であ乱　すなわち，支出関

　数は乗法的分離可能関数である．

　定理2. (I), (�), (r＼oは同値である. (Sandier ・Swimmer [51)

[証明](i)⇒(m).

　　　　　双＝h(g(x, y))=似yg{r, 1))

したがって，

タ
h“'(u)

←　　　ゝf　－　ゝy
--・-
g（r, 1）　以7う

である．ただし, m＝ h‘＼，n(r)=g(r,1)である.

　(i)⇒(no.

　　　　　　e―rxiin{qx十wy＼u≧糾
　　　　　　　　(^,J)

　　　　　　　＝min{y(qr十id)＼u≧糾
　　　　　　　　(r,y)

回(の勺平回撃|唸万

　　　　　　= ni(ii)φ(p)

ただし，φ(p)は♪のみの関数である．

　(rV)＝〉(T)．

　　　　　M = max iu｢m(u)φ(p)≦鮮十wy}
　　　　　　　(≪,タ)

= max ﾚ|m(M)≦j}ﾙ尹し}
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そこで, m(u)＝vとし，よく知られた双対関係を利用すると，

u＝maxﾄn-^(v)＼v≦qx+ｼﾌ月

　乱万ヤド譜匹が読ri)

したがって，

とすれば，

g(x,y)=ヤ{尊P)読wy}

u＝tn‾憎(ズ，y)=hMx, v))

となる．ただし, ん＝in'^である．そして，明らかにgは1次同次関数で

ある．

　注. (1)と(IV)の同値性は, Shephard[6]により，ホモセティック

関数の基本的性質として指摘されたものである．

　スルツ牛一方程式に関して次の補助定理がなりたつ．

　補助定理. U), (ii).伽は同値である．

　(V)田　所得弾力性は一定である.

　　　　(ii)　所得弾力性は1である。

　　　　m　交差効果は対称である．

[証明](i)＝ﾝ(ii).Pを一定とし予算式鮮十むy=Mの両辺を訂で微分す

ると，

心十ωｺﾀﾝ＝1

したがって，
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(2）昔者音1普呼dM
●● ≒s衣十らりM ―1

ただし, んはシェアであ叫恥十ん．＝lで弗る．故IC,ヤf =りf = eならば･

£=1である．　　　　　ダ　　　　　　　　･･･　　大八ダ

(ii)二〉田は自明である．

田＝〉m．交差効果は，

嗇S即X音

である．正則な需要関数に対して，^。＝"^,qである．よって

dw
器ぐう丿音dM･

　M　dx　　M忖丁万戸丁

ぐうらM＝らM

砂

一匹

　次の命題を考える.

　　（VD　限界代替率はO次同次関数である．

　定理3. （I）と（VT）は同値である．　　　　　　　　　　　．=

証明に関しては, Fφrsund［1], Lau［3], Sandier・Swimmer ［5］参照.

　（VT）は限界代替率がr＝x/yのみに依存することを意味する．すなわち，

原点を通る半直線で限界代替率か一定であることを意味する．したがって，

（V）と（VDが同値な命題であることは明らかであろう．

　規模の弾力性とは, u-~八こ）に対して

(■^)が^)゛d log f(tz)ﾚ=1
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＿Ax十石y

ー
　　　叱

と定義される．　‥‥‥　　‥‥　‥‥　　‥

　次の命題を考える.

　　（Ⅶ）v＼ま々のみの関数である．

　定理4. （I）と（VI）は同値である．

証明に関しては, FφΓsund［1], Sandier ・Swimmer ［5］参照．

　（3）は，

　　（4）ﾌﾞiX十五y＝祚

なる関係式を表わしている．もし，Vが定数ならば（4）は同次関数に関す

るオイラー方程式である．すなわち，（4）はオイラー方程式を一般化した

関係式を表わす方程式である．したがって，定理4は, （4）の一般的な解

かホモセティック関数であることを意味する．

　以」二により,（I）－（Vll）はすべて同値な命題であることかわかる．

そして各命題はホモセティック関数の特徴的な側面を表現している．
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