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は　じ　め　に

　不確実性下における個人の意志決定論は, von Neumann-Morgen-

stern効用理論を契機として様々な分野で発展してきた．しかし，それら

の理論に次元性をもたせた多変数von Neumann-Morgenstern 効用理

論は，ぞの理論的基礎か明確に形成されることなく推移してきたように

思われる．筆者は，その一つの試みとして［3］において2変数von

Neumann-Morgenstern効用関数が存在するための必要十分条件を求め

た．　そして，その後の研究の結果，ほぼGrandmontの必要十分条件に

よって存在か証明されることがわかった．その詳細な結果は, Journal of

Economic Theory に投稿中であるが，今回は，それらの結果と研究の際

整理できた正の一次変換に対して一意的であるというvon Neumann-

Morgenstern効用関数の性質を利用して，先に発表した不確実性下にお

ける時間選好論［3］を書き直すことを本稿の目的としたい．

I

定義と記号

　本稿で用いられる定義はすべて［3］で述べたI. DEFINITIONS

AND NOTATIONS”どIV. MATHEMATICAL APPENDIX” に従っ

ている．
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I.多変数von Neumann-Morgenstern

　　効用とその加法的分解

　不確実性下における時間深好理論を述べる前に,本節では，必要な基礎

定理を紹介する．それらの証明は，本稿とは別の機会に発表する予定であ

るが，ほぽGrandmontの必要十分条件によって証明されることがわか

っている．ただし，正の一次変換に対して一意的であることの証明は，本

稿で述べることとする．

　以下の定理に対して，必要十分条件を条件の形で表わす．まず，連続な

Bernoulli指標の存在を示す．

　条件　1.任意の少GPに対して，集合{p<^p＼p≧/'｝と仙^p＼ダ≧箇

は, pで閉じている．

　定理　1. {Yi}i=l, .‥，nを可分距離空間の族とする．≧を直積空間

l＼‰M（Y）の部分空間P上で定義された完全半順序とする･条件1は，

≧について順序保存的すぶ，P上で定義された実数値連続関数んの存在の

ための必要十分条件である．

　次に, T‰舒（兄）の凸部分空間戸」ユで定義された，連続かつ線型な

Bernoulli指標を得る．

　条件　2.任意のp＼ 坦,炉^pおよび任意の実数1∈〔0, 1〕に対して，

ヵ'～がならば, 岬十(l－t)び～ヅ十(－t)がである．

　定理　2. {耳パ=1,…. nを可分距離空間の族とする．≧を，直積

＼‰訂(耳)の凸部分間P上で定義された完全半順序とする．このとき条

件1と2は，≧について順序保存的かつ線型な, p上で定義された実数

値連続関数みの存在のための必要十分条件である.
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　最後に, Tr?=i舒（碩）のa－凸部分空間？上で定義されたBernoulli指

椋を，直積空間T‰玖上で定義されたvon Neumann-Morgenstern効

用の期待値として得る．　　　　　　　　　　　　　　　　‥

　条件･ 3.任意の y, y'e~＼＼‰耳に対して. タ≧yは，ち≧ち，と同値

である．ただし. Py,Pn'はDに属する．

　定理　3. {r,-}i=l, ‥.，Mを可分距離空間の族とする．　≧を，直積

距離空間ir‰耳上で定義された完全半順序とし，≧を, D⊂Pをみた

すT‰舒(Y)の(J －凸部分空間P上で定義された完全半順序とする･

そのとき，条件1, 2および3は，任意のp=(p,, .‥，ち)6ePに対して，

HP)爪ヅ(T‰か)

によってP上で定義岑れた関数みが≧について順序保存的かつ線型で

あるような，1＼Y,上で定義され≧について順序保存的実数値連続有界

関数uの存在のための必要十分条件であ名．ただし，Tかは⑧Uβ(Y)

上の直積確率測度である．　　　　　．

　このようにして得られたBernoulli 指標とvon Neumann-Morgenstern

効用は，正の一次変換に対して一意的であることが, Herstein-Milnorの

証明方法を用いることによって示される．

　系　1.定理の仮定のもとで，任意のBernoulli指標/zは，正の一次

変換に対して一意的である．すなわち，他のBernoulli指標びが，定理

2の仮定を満すならば，任意の)^pに対して, h'{p)＝aKp)十βとな

る実数α＞Oとβが存在する．

　証明．

とする．

びを他の任意のBernoulli指標とし，定理2の仮定を満すもの

すべてのp＼ 炉^pに対して，p'～がならば，すべての抑ΞP
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に対してが(瓦)＝βおよび7(i>)＝0とおけば，系1は成立する．　したが

ってしこれよりα＞5であるような2つの元a,丿ePか存在すると仮定

する. P‰＝砂ePﾚﾌ≧夕≧ろ}とする．さらに，戸＞戸であるようなr＼

戸∈几,をとり固定する．〔2,定理6〕に従って，任意の)^P。いこ対し

て，p～■臨(φ)α十(1－/‰(ヵ))ろであるような一意的元気,(や)∈〔0,∇1〕が

存在する．そしてBernoulli指標力(p)は，h(）)＝(‰(p)二几u(r^))/(‰

(戸)－/‰(戸))として定義される．このBei-nouUi指標は，a.bの選択に

も依存しないし，p.*上よりさらにP上で定義されるて2,定理7, 8〕．

この定義に従えば，み(戸)士l，/j(r2)＝0である．

　と･ころが, 7i'(戸)＝l，び(戸)=0 懲あるならば，〔2,定理7〕により，

hとびは同値となる．それゆえ, h'は，戸＊＞r2＊であるようなr', 戸

と異なった元戸＊, 戸＊∈几いこよって定義されていると考える．したがっ

て，その定義式をもとにんとの関係式を次のように求める．

／'　一臨(ρ-ft≫*(゛2＊)
汽や)‾/‰(戸＊)一/‰(戸＊)　　　　　　　　　　　　　　　　　　･･

　　づ言言づれ言⑤験鴇一繁匹)九大}

　　　‰(r'＊)－≒バr'＊)‰(戸)一心i.(戸)　/‰(内－/‰(戸)

ただし，

＝α(h(p)一乃(戸＊))

　＿　/臨(戸)一/臨(戸)＿　　　　　　Kb(戸)－‰(r^)

“‾瓦5(戸＊)－/‰(戸＊)‾先ぶと戸＊)一臨(戸)－(‰(戸＊)－‰(戸))

　　　　＿　　　1　　　　＿　　　　　＿
　　　　　/i(r'＊)一几(戸＊)

　戸，戸，戸＊，戸＊は囚定されており，戸＊＞戸＊であるからh(戸＊)＞h(r^＊)

したがってα＞0.(証明終)

　最後に, Bernoulli指標とvon Neumami-Morgenstern 効用の加法的

分解を，定理2 ,定理3の延長として証明なしに与える．証明は他の機会

に発表する予定である.　・.･.･･　･.　　　　　　　　・.
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まず, Bernoulli指標の加法的分解が次のように得られる．

　定理　4. {Yi}i＝l, ..., nを可分距離空間の族とずる．≧をT‰

訂(妁)の凸部分空関戸上で定義された完全半順序とする．条件1, 2の

もとで, p上で定義された線型連続Bernoulli指標んは次のように表わ

される．任意のp＝(p,,・‥，♪.)∈Pに対して，

h(p)＝Σ垢(Pi) 剛

ここで，各玩(あ)は線型連続であり，≧，について順序保存的である。

　次節でのこの加法的分解の応用のために，各馳関数がどのように定義

されたかを示しておこう。系1で固定した元戸を要素表示で示せば，

戸＝(涼‥., rl)であり，そのとき各≒は次のように定義される。

　　　拓(九)＝/(吋r‰, Pi,r?ト,,｡‥，rl)　　･･　　　　　(2)

　次にvon Neumann-Morgenstern 効用の加法的分解を次のように得た。

　定理　5. {7,.}＝1, .‥. 孔を可分距離空問の族とする．≧を直積距離

空間1＼‰凪上で定義された完全半順序とする．そのとき定理4および条

件3の仮定のもとで，定理3の要請を満すT耳上で定義された，実数値

連続有界関数uは次のように加法的に分解される．

　任意の丿＝(yu ■‥，几∈ΞY兄に対して，

　　　威丿)=Σth(y)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3)

ここで，各川は実数値，連続，有界かつ≧バこついて順序保存的である．

　またこの分解は，次のような正一次線型変換に対して一息的である．

　　　祠(豹)＝α川(池)十β，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲

ただし, α＞0およびj=l,…, n.

　定理5において, Bernoulli指標とvon Neumann-Morgenstern 効用

との関係が具体的に示されていないので以下でそれらを示しておこう，ま

　　　　　　　　　　　　　　　－129 －



不確実性下における時間選好論

ず〔2)式において，固定元r'を1点yOで退化する測度で構成される元

島oGΞDに置き換える．そのとき(2)式は次のようになる．

吊(九)＝(　伺(Jち(が)×かXTち(が))
　　　　　　fl7(　　J=l　　　　　　j=;＋i

　　　　=c ii(がy‰，茜,y‰yt)dp, (5)

倒式によって，各馬を次のように定義した．

　　　M,-（_y.）＝M（が,.... v?-i,茜，y‰
■‥，yl）　　　　　　　　　(6）

したがって, Bernoulli指標HP）は, von Neu mann-Morgenstern効用

を用いると次のように表わされる．任意の但に対して，

几〇,■=1
Jy.

(7)

　　　　　　　　Ⅳ.不確実性下における時間選好

　本節において述べる内容は，直接的に経済理論へ不確実性下の時間選好

論を適用するのではなくて，上述してきた効用理論が, Koopmans達に

よって定式化された確実性下の時間選好論と比較して，どのような相違点

かおるかを示すことにある．まず第一に, Koopmansの理論では，各期

の効用が割引要素によって割引かれているが，我々の場合では，その割引

要素が固定元をいかにとるかによって決定されるであろうことを示す．第

二に，不確実性下では，各期における確率分布かどのようにあらかじめ決

定されるかによって，もし不確実性下の経済理論への応用を考えるなら

ば，静態均衡論的にも動態均衡論的にも時間選好論が適用できるように思

われる．

　最初に，ある個人加直面する不確実性下におけるゲームの内容を規定す

る，プレーヤーは，有限かつ離散的時間t ＝l Tを考える．各期で

行われるゲームはすべて同じだとし，ゲームが終了した後に得られる確実

な成果の集合を，各期で同じ可分距離空間yとする．そのとき，プレー
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ヤーは直積可分距難空間yr上に完全半順序≧をもつ．同時に，各期で

の“くじ”の集合は，弱収束の位相をもつ同じ距離空間M(Y)によって

示される．そしてプレーヤーは，直積距離空間訂^(y)の部分集合P上

に完全半順序≧をもつ．

　次に，定理4, 5の諸仮定がすべて上述のゲームでは満されるものとす

る．　そのとき，定理4, 5に従って, Bernoulli指標ん＝Σ乙馬とvon

Neumann-Morgenstern効用M －ΣTを得る．我々の次の目的は，こ

のようにして得られたvon Neumann-Morgenstern 効用を第1期目の効

用関数男によって全効用むを表わすことである．

　各期の効用関数男は，第皿節の(6)式によって次のように表わされる．

　　　男(輿)＝uiyl ■‥，が-u,几,y‰, ■‥, /r)　　　　　　　　　(8)

この関数は，第丿要素を除いてすべて定数となっている．　しかも，定理5

によってu関数は有界連続であるから，有界連続な一変数関数によって

近似される．したがって. (8)式を次のように定義するレ

　　　u,(y,)＝u,o(y,)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(9)

添字(tO)は固定元丿に依存した一変数関数であることを示す．

　一元，川同数は，定理5及び系1によって正の一次変換によって一意的

であった．その性質は，(9)式のように一変数関数で男を表わしても変ら

ない．そこで，我々はこの性質を用いて男を侑で表わす方法を以下で

考察することにする．

　まず，系1と定理5から，各男は次のような一次変換が可能であった．

　　　叱(池)=α(男(y,)一馬(が＊))　　　　　　　　　　　　　　　　　ttO)

ここで系1で述べた固定元を定理5のようにちi＊,ち＊GDとすれば，

　　　゛ニg(yl＊)

手

証丿'＊)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲

　　　男(f,＊)=u(yi‥‥, 3'?-!,肘＊.ルhi'‥･，yV)　　　　　　　　m

今，各場関数は(9)式で定義されているから, (10)式を用いると男とM,は
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定義域がyで同じであるから固定元を変更することによって次のような

一次変換の関係式で表わされるであろう.

　　　‰6'2)＝萌(馬o(力)一M,o(片))　　　　　　　　　　　　　　　　(13)

ただし, 則＝!/(肩戸)一列戸)). yfはyiの第2要素である．同様にし

て, 侑aと‰との開にも次の関係式を得る．

　　　ぬ(ys)＝α2(ら(y3)－ら(迂))　　　　　　　　　　　　　　　　㈲

ただし, α2＝lバu(y")一肩尹2)).今，任意のy^Yに対して㈲式と開式

から次の関係式を得か

　　　M3o(v)＝α2(ら(丿)一向(ぜ))

　　　　　　＝匈{萌(‰(y)－‰(迂))－ai(馬^(迂)－Uio(yf))}

　　　　　　＝ら･α^(‰(y)一馬o(片))　　　　　　　　　　　　　　　㈲

この手順を他の馬Oに対して行えば, 川|寺点では次のような関係式を得る．

　　　　　Z
馬a(y)＝T叫(哨o(3')一心(ダ゛'))

　　　　　Z'=1

㈲

ただし，α..＝!/(≪(/■■)一u(f<))･

　したがって, von Neumann-Morgenstern 効用n ＝Σ乙男は，上述の

定式化によれば次のように表わされる．任意の丿eyに対して，

　　　T ．t
≪(v)＝Σli 叫(仏(功一Ml 鐙丿))

　　　(=1 j"=l

(17)

また, Bernoulli指標は次のように表わされる。任意の）^pに対して，

　　　み(p)＝^{iΓαi^ 簡(タ)亦}十β

ただし，β＝－ΣLi T 叩ら(が'-').

㈲

以上の考察によって，時間選好論に対する不確実性下の効用理論の適用の

結果を㈲式および㈲式のような形で求めることができた．これらの結果を

もとにして，本節の冒頭で述べた2つの問題に対して若干の考察を加えた

いと思う.
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　まず1 司は常に正であるが，その値がIをこえるかどうかは，固定元

丿および丿をいかにとるかによっT決定される．条件3によって，任

意のy,ダe叩に対して，y≧ダはん≧かと同値であるから，空間叩

におけ石日定元のみを考えることにする．このとき, ん(あ.)＝到y)＝i，

/!(ちo)=む(/)=0とする．　したがって，各固定元戸および戸が，初め

のg関数によりどのように評価されるか，すなわち順序付けられるかに従

って，各司の値は変勤しうる.･ということである．確実性下の時間選好論

では，各司がOく司く1なる条件を満たす方が望ましいとされているが，

我々の場合ではその条件を形成することは，かなりの場合分けをしなけれ

ば，それと類似の条件を得ることができない．もっとも，これは，我々の

定式化が有限次元に限定されていることにもよるであろう．

　次に，(18)式によって，我々は，不確実性下における時間選好論で，意志

決定をする最終的指標であるBernoulli指標を得た，それによると，各

a,-,侑およびβが決定されるならば，確率測度ちがどのような測度であ

るか限定をしていない．もし，その測度が，様々に規定されることになれ

ば静態的意志決定論にも動態的意志決定論にも応用が可能となる．次の機

会に，合理的期待仮説にその応用の場を求めて，上述の理論を適用してい

くつもりである．
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