
最小2乗推定量について

渡　部　重　明

　　　　　　　　　　　　　　　　I

　われわれは次のような構造方程式を想定する．

　　　3,＝Xβ十S　　　　　　　　　　　　　　　()

βはパラメターのベクトルであり, 3', Xはそれぞれ観測可能な量のベク

トルおよび行列である. £は攬舌L変数のベクトルで，それは次の仮定をみ

たすものとする．

　仮定　1. sは平均値θの確率変数である.

　　　　　E(e)＝∂

　仮定　2. eの分散行列は定数正直行列である.

　　　F(£)＝£〔(e－E(B))(e一万(e))〕

" U

ﾉllプ゛むXn

Viil ‥・ﾌﾉ1111

われわれはパラメターβの線型関数み=rりを推定したい．そこで，今y

の線型関数○を考える. E(j'y)＝d ＝r'βなるZが存在するとき, 6は推

定可能{estimable)であるといい，このとき　∂＝t'yを∂の不偏推定量

　(unbiassed estimator)という．さらに, V(t'y)= minimumがみたされ

るとき, ∂＝○　を量小分散不偏推定量(miyiimum　variance　unbiassed

estimator)という．

　yはn次元ベクトル, Xはn×VIの行列である．

　仮定　＆　Xの階数はnである．

　われわれは，観測値yが二つの部分から成ると想定して構造方程式を構
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最小2乗推定量について

成した，逆にいえば. yを二つの空間に分割する.〔XI,……, X。〕の張る

空間を推測空問といい,その推測空問の直交補空回を誤差空問という. ヱ1，

……, 乱の線型結合によって, yをもっともよく説明するようにその係数

を決定したい．

　定理　l.(沢回)∂＝ﾌﾂが推定可能であるための必要十分条件は，i＝χ''t

なるような£が存在することである.

　〔証明〕e＝-'βが推定可能であるとすると，

　　　g＝ _吊＝£(白)＝t'E(y)= i'Zβ

以後の等式は仮定jによる／故に，

　　　7＝χj

　逆に，

　　　Z＝X't

とすると，

　　　デβ＝t'Xβ＝£(○)

すなわち，∂＝デβは推定可能である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　印了〕

　この定川は，構造方程式に法づいてパラメターを推定するための基礎を

与える.

　　　　　⌒　　　　　　　　　　　　　　　　　⌒　　　　　　　　⌒　一般に, 汐をβの推定量とするとき, E(∂)＝∂ならば, 口を∂の不偏

推定量という．さて，∂＝ダβの不偏推定量e=t'yの集合の中から, Vげ

y')＝minimum すこるようなものを求める.

　　　t'yニt'(Xβ十c)

　　　　　こt'Xβ十几

であるから，仮定jにより，

　　　E(t'y)＝t'XB

したがって仮定2から，

　　　V(t'y)＝ ’E(eB'対

　　　　　　　＝t'Vt
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最小２梁推定niについて

加えられる．推定可能とし，ラグランジュ乗数のベクトルヌを導入する

と，問題は次のようになる．

min = t'Vt－2X'(X't－T)

そこで上.の式をＺと剖こ関して微分し，それ力即に等しいと匠くと，

Vt ＝Xλ

Z＝X't

加えられる．すなわち，

　　　　t＝v-^χλ

　　　　r＝xyべizλ

(2)

(3)

のように表現できる．

結局∂＝J-'βの最小分散不偏推定量は，

　　　∂＝t'y

　　　　＝;/Z'たiy

で与,えられる。以上のことをまとめておく。

　定理　2. （Rao）0 ＝t'Bの最小分散不偏推定量は，

O＝ t'y

　＝2'X'y¨ly (4)

で与･えられる.

　∂は次のように書くことができる.

　　　∂＝几

　　　　゜がz'斤ixβ十?.'X' 斤≒

　　　　＝で/β＋t'e (5)

構造方程式（j）を考慮すると，（4）式から，∂はβとｓの関数になる

ことは明らかであるが，（5）式からβの影皆は７を通じて，ｓの影背は

匹を通じて及ぷ．さらに，∂

v(d)＝t'vt

　　　＝/.'χ´7-iy7"iχλ

　　　＝がXF-izλ
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　　　　　　＝t/ﾇ

となるからである．

最小2乗推定量について

　　　　　　　　　　　　　　　　　11

　部分空間と射影に関してよく知られた事実を以下に要約しよう．

　沢をn次元空問とし, Mをその部分空問とする．部分空間とは, cv,

βを任意の実数とするとき，任意のX, ysMに対して, ax汗泗sM 牡る

ことをいう．任意のXcMに対して, xy ＝ひtX.るようなyの集合を河の

直交柿空間といい河"‘で表わす．

　定理　よ　任立のzeRは

　　　zこ=x十y, xeM, ysMふ

と一一息的に分解ごれる．

　上.の分解におけるJをzの河への射影（Projection）という．それを

Pz='Xと表わし，この？を射影行列という．

　定丿里　覗　戸が犬の河への射影行列であるための必要十分条ｲ判ま，

　　　　（!）？'-i＝？（「D等」

　　　　（2）P'＝P （対称）

なることである．

　射影はノルムの最小性雨剥け一X I|によって特徴づけられる．

　定理　5. zsRとする．

　　　し一八＝mi川し一一■X II

　　　　　　　　xsM

とすると, Pz ＝xである.

　〔証明つ定理3による2の分解を．

　　　　　⌒　⌒　⌒　　⌒　　　2 ＝X十y, xeM, ysM上

とする．すると．

　　　　　　⌒　　　　　　⌒　　　　口－ヱト河へ（x－x卜河

であるから，

　　　しーソレII （z ―xント（レカ11

153



最小2乗推定量について

　　　　　　　　＝D－11レト1! r-一川|

　　　　　　　　≧O一八

となる．そして］し一八はJ岫なるとき最小となる．分解の一息性か

ら，

　　　Pz = x

は明らかである．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔証了〕

　定理　6. Pを訂への射影行列とすると, /一戸は肋"-への射影行列で

ある.

　〔証明〕戸は射影行列であるから，

　　　剛（/一戸）＝i－2P-ト戸2

　　　　　　　　　　二=I-2？十？

　　　　　　　　　　＝/-一一戸

　　　（2）（i－py ＝i'－戸

　　　　　　　　　　＝/－）

したがって，定理ぜから（/－p）が射影行列であることがわかる．さら

に，

　　　　（/一P）2 = 2-一Pz

　　　　　　　　　゛y

であるから, （/……り））は沢の訂ふへの射影行列であることがわかる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔証了〕

　さて, ロl，…, X,,〕の張る空明を皿としよう．そのとき射影行列戸の

具休的表現力特［吻たい■ 勺.‥･，乱を並べてできる行列をXとすると，

肛の任意の要素Jは

Xニろl3:i＋φnばn

と表現できる．すなわち，

　　　x ＝χろ

と書くことができる．定理5より, みは必川z－Xb＼＼なるように決定さ
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最小2乗推定量について

れる．

　　　d= (z-Xろ)(z－Xろ)

　　　　＝z'z－2b'X'z十h'Ti'Xh

とする．

　　　一一一一-=○
　　　　昴

とすると，

　　　み＝（X'x-^x/z

となる．したがって，

　　　Pz＝x （X'x）-T-x'z

故に，

　　　？=x （X'x）^x'

なることかわかる．これが瓦の訂への射影行列の具休的表現である．こ

のことは定理4に訴えて直接確かめることもできる，事実，

　　　　（!）戸＝X （X'Xヤ-iX’Z （X'X）-iX'

　　　　　　　　= X （X'Z）-iX'

　　　　（2）P'＝X （X'Z）¨1X'＝？

なることから明らかであろう．

　　　min （z－Xろy（z-Xみ）

なるように決定されるみを最小2乗推定量という，またその方法を最小2

乗法という．すなわち，最小2乗法とは，〔■ari，…, 乱〕の張る空問への

射影に他ならない．構造方程式（l)に最小2乗法を適用すると，その最

小2乗法推定量は，

　　　b＝（X'X-^-X'y　　　　　　　　　　　　　（6)

で与えられる．そして, xeMの表現Xbの卵こ上の最小2乗推定量を代入

したもの，すなわち, X （X'X）-iX'yはyの訂への射影である．

　さらに，構造方程式（l）に関して定理ぴを考慮すると，

　　　　（i－x（X'x-^x'）

　　　　　　　　　　　　　　　　一-155－



最小2来川定雄について

は訂"への射影行列である．すなわち，これは誤節空問への射彫行列であ

る．事実，

　　　　a－x （z’zヤ3.z）y

　　　　＝y－X （X'X）-i X'y

　　　　＝y－Xb

であるから，上のことは明らかである. （/－Z（X'X)-i）が射影行列な

ることは，定理多を考慮すれば，直接筒単に確かめることもできる.

　　　　　　　　　　　　　　　　Ill

　吉舎に述べた最小2乗法に対して, 常in（yべ

うにろを決定する方法を一般化された最小2乗法といい，その上うにして

求められたろを一般化された最小2梁推定量という．

　　　Q＝（y－X&yV~^（y--Xみ）

　　　　＝y'卜句－2b'XV一町十b'X'V司Xb

とする. Qをみで微分して0と匠く.

　　　2X'卜巧＝2XiY-Xみ

ろこ（X'F-iZ）--iZ'y一句 (7)

これが一般化された最小2乗推定量である．

　定理　7. 口＝z'βの最小分散不偏推定量はμ＝T箔で与えられる. 卵±一

般化された最小2乗推定量である.

　〔証明〕定理2のけ)から, かこつの最小分散不偏推定量は，

　　　尚=VXi F-3y

で与･えらｵ七る.λはラグランジュ乗数のベクトルである．

　　　θ＝;/z´7-i3'

　　　　＝;/z'v-^x(X' い^x)-IX' V-^y

　　　　＝〔I'X万一IX〕〔(X'鈴^x)-^･X'V-T-y〕

であるから, (3)と(7)により，

　　　口＝r箔

となる
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最小2乗推定量について

構造方程式(-Z)を考慮すると，

　　ろ＝(Z'V‘^X)“^X'V^゛iy

　　　＝(X'V“^X)-^X' F“i(Xβ＋c)

　　　＝β十(X'V“^X)“^X'V‘≒

●● E(b)＝β

みは岫かにβの不偏推定量である. bの分散行列は次のようになる.

　　　V(b)＝E〔(ろーβ)b－βy〕

　　　　　　＝E〔(X'7“iX)“iX' F‘ics'V-^X(X' y“lx)“l〕

　　　　　　= (X/F‘ix戸iz' v‘^£(se')v“^x(X'y-iz)“i

　　　　　　＝(Z'y“ix)“i　　　　　　　　　　　　　　(8)

　次の関係式は明らかであろう．

　　　y－Xろ＝y一一x(x'v-^x)^x' 7-ly

　　　　　　＝〔I－X〔x'v゛^x戸^x' v“i〕y

であるから，

　　　X'貨Hy－Xみ)＝X'宍^〔I－X(X' y-ix戸i×'いi)y

　　　　　　　　　　＝θ

さらに，次の関係式から，最小2乗推定量が誤差を最小ならしめるという

ことがわかる．

　　　ど？≒.=(y一一X;3)ヤ1(3-……Xp)

　　　　　　………〔(y-Xb)十A'(ヰ)尹1〔(y~ Xb)-ト抑……,5)〕

　　　　　　＝(y－x&)叩一Hy－Xb)

　　　　　　　＋2(みーβyxヤKy－xみ)

　　　　　　　＋〔X(&－β)〕叩一1〔X(b一t)〕

　　　　　　＝(y－Xみyv~Hy－xb)

　　　　　　　＋〔x(ろーβ)yv--^〔X(ろｰづ)〕

　　　　　　≧(y－Xろ)叩う(y－Xみ)

最後の不等式は，仮定2によりyが正値行列であり，したがって斤1が

正敏行列なることによる．なぜならば，一般に, x=Vyとすると，

　　　　　　　　　　　　　　　－157 －



最小2乗推定量について

　　　χ/7゛ij-＝y 77-1 乃

　　　　　　　ごy'杓≧0

であるから．

　丿の不偏推定量は一般にyの線型関数である．それを, bx = Ayとしよ

つ.

　　　£(好)＝瓦ひ〔X5十丿〕

　　　　　　丿AXβ十AE(i)

　　　　　　== AX-i

であるが, 赳はβの不偏推定量であるから，

　　　尤

でなければならない，これはまた十分条件でもある．すなわち, bx＝Ay

がβの不偏推定量であるための必要十分条件は, AX＝Iである. ろtの分

散に関して次の不等式が成立する．

　　　V(bx)=AE(se')A'

　　　　　　　＝AVA'

　　　　　　　＝(X'宍iZ)-i

　　　　　　　　……-〔/1--(Z'行1X)-1Xヤ1〕y〔A－(Xヤ｀^･XヤiX/y｀1]'

　　　　　　　≧(X'7-iX)-3＝F(み)

途中の不等式はyが正値行列なることに基づく．上■0関係式から，一般

化された妓小2推定量は> βの不偏推定量の中で分散がもっとも小さい推

定址てある．これは定理7の別証明である.

　　　　　　　　　　　　　　　　　IV

　最小2乗推定量はある意味の構造の不変性をもっている．それを以下

に述べよう．節単のために, F＝丿/と仮定する．さらに/^＝χ’χ･ ^＝

X'yと表わすことにするべS･を次のように分割する.

　　　j卜し=[ｸﾞ1]

それに対応して行列を力（,.1.;:|)する．
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最小2圭推定量について

c一　Cii Cl2｀　c-1一一rciiCia　－〔C-zic型，　　－しC21 C詞

今の場合，最小2乗推定量の分散は, 7(ろ)＝ffac-iである．そこで次の

定理がなりたつことをみる．

　定理　8.最小2乗推定量が＝(^広吋)からbiを除去した場合，bz

の分散行列は，

　　　7(み2)＝丿C""

となる．これはもとのシステムをそのまま縮小したものに他ならない．

　〔証明〕正規方程式を分詞した形で書くと，

　　　Ciiかi十Cv2b2＝ dx

　　　Czibi十C22b2 ＝心

この方程式からろlを消去すると，

　　　(Caa －C21 Cii-3 Ci2)ふ2＝心－C21 Cii“i心　　(9)

定義から明らかなように，

　　　Czz－ Czi Cii-iCi2 ＝(Caa)“i

であるから, (C22－ C21C11-1C12)は正値行列である．また，

　　　d＝Xり＝X’(影十.)＝q5十刄

　∴　E(d)＝○

したがって，

　　　砥に瓦(dx)＝X:ll七1十X2i七a

　　　心一£(心)＝Xlぬi十為2匍

さらに定義により，

Cii Cl2 ＿Xxx/ X2l/〕　Xu Xi

Czx Cii〕‾〔Xiz' ^2 元　〔Xzi ×z-i〕

　　　　　＿χx:I/χii十χ'bi'χbi　χii'χ12＋χ2l/χ22

　　　　　‾

〔

X:12'Xll十X22'X-.J　×12'X,2二Xo2'X22

〕

以上の関係式を七古すると，
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最小2梁推定皿について

　　　　V(dii一一CaiCii“iJi)

　　　　　＝E〔Xia'si十Z22'e2－ CaiCii-i(Xiiをi十Xai'eo)〕

　　　　　　・〔εi'χi2十ea'χaa－(りﾌﾞχii÷s2/χ2i)Cii-iCia)'

　　＝丿〔C22………-CaiCii-^ Ci2 －"C21 Cii“i Ci2十Cai Cii“l Cii Cii-^ Cia〕

　　　　　＝丿〔Caa一一CaiCii-^Ci2〕

となる．これと(タ)式とがら，

　　　　(C22‾C2lCll-lCl2)F(fe)(C22一 C2lCll“lCl2)

　　　　　＝7(J2－C2lCll-l尚)

　　　　　ﾐﾌKC22－ Cii-iCi2)

　∴　F(み2)＝ffa(C22－ C2lCll-lCl2ンl

　　　　　　　＝(,2(C22)-1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔,fiE丁〕
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