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要約： Klemperer & Meyer（1989）は、需要関数を価格で二階微分した値
が非負と仮定して、供給関数均衡解（SFE）を導入したので、SFEを
応用した研究では線形需要曲線を仮定することが殆どである。本論文
では、需要関数の価格についての二階微分値の符号に仮定を設けない
場合の対称型SFEについて、一階条件の微分方程式を自励系に変換し
てから、Barbashin-Krasovskii-LaSalleの定理などを用いて解の軌跡の
性質を検討した。

キーワード： 供給関数均衡解、価格についての二階微分値の制約がない需要
曲線、自励系、解の軌跡

Key Word： Supply Function Equilibria, No Sign Constraint on the Second 
Derivative of a Demand Function with respect to Price, 
Autonomous System, Locus of Solution

１．はじめに

　需要曲線が不確実性を持って変動するという状況のもと、プレイヤーの供
給曲線を戦略とするゲームの新しい均衡概念として、Klemperer & Meyer
（1989）は、供給関数均衡解（Supply Function Equilibria：SFE）を導入
した。SFEは、1990年代から先進各国で新設された卸電力市場（Wholesale 
Electricity Market）における市場支配力を分析するために応用されること
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が多い。主な卸電力市場である一日前市場（Day Ahead Market）において
発電事業者と小売供給事業者が電力を取引する時、発電事業者は供給曲線を
提出する形式で入札を行うことが求められるので、SFEの想定するゲーム論
的状況に合致しているためである。
　さて、Klemperer & Meyer（1989）は、需要関数の価格に関する二階微
分値が非負と仮定して、SFEに関する命題やその証明を構築した。このた
め、卸電力市場にSFEが応用される場合、計算を遂行する上で扱いやすい線
形需要関数、すなわち価格に関する需要の二階微分値がゼロであることを仮
定することが殆どであった。例えばSFEを最初に応用した研究は、Green & 
Newberry（1992）による英国の電力プール市場における市場支配力の評価
であるが、線形需要曲線が仮定されている。
　しかし、現実の卸電力市場における需要曲線が常に線形近似可能とは限ら
ない。一つの例として、米国カリフォルニア州の電力一日前市場における市
場支配力を評価するために価格に関する二階微分値が正の需要関数を仮定し
て、古典的なクールノー均衡を用いた研究がある１。クールノー均衡が存在
するためには、McManus（1962）などの証明が示すように、需要関数の価
格に関する二階微分値が非負であることを必要としない２。SFEにおいても、
需要関数の価格に関する二階微分値の仮定を緩められることが望ましい。
　本論文の目的は、需要関数の価格についての二階微分値の符号に仮定を設
けずに対称型SFEの一階条件であるKM方程式を満たす解の軌跡の性質を検
討することである。手法としてはKM方程式を自励系に変換して、解の軌跡
を分析する。第一に、価格と供給量を軸とする平面において、解の軌跡が

１　 米国加州の電力一日前市場における需要曲線の形状については、松田（2003）が実
際に検証している。同市場における需要曲線の価格に関する二階微分値が正である
とは言い難いが、この仮定は計算を遂行するための近似であろう。

２　 需要曲線の価格に関する二階微分値が非負の場合、クールノー均衡解の存在は容
易に証明できる。需要曲線の価格についての二階微分に関する制約を含まない
McManus（1962）による証明は古典的かつ技巧に富んでいる。この他にも、クー
ルノー均衡解が存在するための様々な十分条件が知られているが、必要十分条件は
まだ知られていない（Daughety, 1988)。
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原点に収束することを示す３。この性質は、需要関数の価格の二階微分値の
符号が非負の場合でも同様に成立するが、符号制約のない場合の証明はやや
難しく、リヤプノフ関数を設定して解のふるまいを検討する方法を採用した。
第二に、解の軌跡が原点に収束する過程において、その傾きをどのように変
えるのかを明らかにする。需要関数の価格の二階微分値の符号が非負の場合
と符号制約のない場合を比較すると、前者に比べて後者の符号変化は複雑で
ある。この符号変化を記述する一連の命題を与える。

２．市場モデルとSFEに関する利潤最大化の一階条件（KM方程式）

　本節では、本論文における市場モデルの設定を述べ、その市場モデルから
導出されるSFEに関する利潤最大化の一階条件を記述する。
　 pを市場価格、εは需要の不確実性を示すパラメータとすると、市場全体
の需要関数D( p ,ε)は、R＋×Ｅ→R＋もしくはR＋/{0}×Ｅ→R＋という写
像を表すC２級の関数で与えられる４。ここでR＋は非負の実数であり、Ｅは
不確実性パラメータがとりうる値の上限と下限を示す区間である[ε, ε]⊂R

を示す。なお、不確実性パラメータの下限εは、D( 0 , ε)＝0を満たすもの
とする。需要関数については－∞＜Dp＜0であり、Dppの符号についての制
約はもうけない。D( p ,ε)がR＋/{0}×Ｅ→R＋という写像の場合は、 p→
＋0においてD( p ,ε)→＋∞, Dp( p ,ε)→－∞であると仮定する。
　市場に参加する事業者は i , j の2企業として、その供給関数をSi(p)，
Sj(p)と表記する。また、供給曲線の傾きが非負となるようにS'i(p) ≦0，
S'j(p) ≦0と仮定する。企業の費用関数Ci(S)とCj(S)は同一であり、R＋→R＋

の写像で与えられるC２級の関数、更にC''(S)＞0，C'(S)0，C'(0)＝0と
仮定する。

３　価格を p→ p－C'(0)と平行移動したうえで原点を定める。
４　 Dppの符号について制約を設けないので、D( p ,ε)＝ p －１＋εのように、R＋/{0}
×Ｅ→R＋という写像となる場合がある。
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　いま、需要曲線の不確実性パラメータεの実現値を知ることなく、寡占企
業が同時に供給関数Si(p)を選択し､（1）式の利潤πi(p ,ε；Sj≠i(p))を利
得とするゲームを考える。需要曲線の不確実性を示すパラメータεの任意の
実現値に対して、企業 i と企業 j の供給関数の組み合わせ（Si(p), S j(p)）が
ナッシュ均衡になるものがSFEと定義される。

πi(p ,ε；Sj≠i(p))＝p((D(p ,ε)－Sj≠i(p))－Ci((D(p ,ε)－Sj≠i(p)) (1)

　利潤関数πi(p ,ε；Sj≠i(p))の導関数は（2）式で与えられる。

d─dp
πi(p ,ε；Sj≠i(p))＝D(p ,ε)－Sj≠i(p)＋

[p－C'(D(p ,ε)－Sj≠i(p))][Dp(p)－S'j≠i(p)]
(2)

　(2）式に需給均衡式Si(p)＝D(p ,ε)－Sj≠i(p)、対称解を調べることから
Si(p)＝Sj≠i(p)＝S(p)を代入すると、SFEに関する利潤最大化の一階条件
である（3）式の微分方程式が得られる。(3）式はKlemperer & Meyer方程
式と呼ばれることがあり、われわれも以下の記述ではKM方程式と呼ぶ。

S'(p)＝ S(p)──────p－C'(S(p)) ＋Dp(p) (3)

　(3）式のKM方程式は、右辺の分母がゼロの時を除きC１級の関数で有界
であるので、Lipschitz連続となる。(3）式の逆数をとった微分方程式につ
いても、同様に右辺の分母がゼロの時を除きC１級の関数で有界であるので、
Lipschitz連続となる。従って、価格と供給量を軸とする平面の第一象限で
あるQ＝{( p ,S)｜p ≦0，S ≦0}において、(3）式の分子と分母が共にゼロ
となる( p ,S)＝(C'(0),0)を除き、任意の点( p0, S 0)を通る解が一意的に存
在する。
　なお、SFEに関する利潤最大化の二階条件については、利潤最大化の一階
微分の符号判定のみで実質的に二階条件を示した松田（2021）の証明がDpp
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の符号の影響を受けることなく同様に適用される。

３．KM方程式の自励系への変換

　本節では、Q＝{( p ,S)｜p ≦0，S ≦0}におけるKM方程式の解の広域的
なふるまいを調べるために、まず、KM方程式を t をパラメータとする自励
系の（4）式に書き換える。

dS─dt＝－σ(p)[S＋Dp(p)(p－C'(S)]≡σ(p)f1( p ,S)

dp─dt＝－σ(p)[p－C'(S)]≡σ(p)f2( p ,S)
(4)

　(4）式において、D(p ,ε)がR＋×Ｅ→R＋の写像である場合はσ(p)＝1、
D(p ,ε)がR＋/{0}×Ｅ→R＋の写像である場合はσ(p)＝－(Dp(p))－１と定
義する。後者の場合、(Dp(0))－１＝0と定義すると、R＋の定義域でσ(p)
は非負の連続関数となり、 p＝0においてのみ、σ(p)＝0となる。このよ
うに定義することにより、D(p ,ε)がR＋/{ 0}×Ｅ→R＋という写像の場合
でも、σ(p)f1( p , S)とσ(p)f2( p , S)はR＋×Ｅ→R＋の連続関数とすること
ができる。更にDp(p)が p ≠0において連続微分可能なので、自励系である
（4）式の右辺は連続関数であり、 p≠0においては連続微分可能な関数と
して、以下の議論を進めることが出来る。なお、自励系である（4）式の固
定点（fi xed point）は( p ,S)＝(C'(0),0)である５。

５　 C'(0)＝ 0 から、固定点は(p ,S)=(C'(0), 0 )=( 0 , 0 )である。以下の記述では本質
的な表現である(C'(0), 0 )を用いる。
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４．解の傾きが定符号を持つ領域への分割

　我々はS'(p) ≦0を満たす解を探す必要があるため、dp─dtと
dS─dtが定符号を持

つ領域を得るべく、等傾線（isocline）であるσ(p)f1( p , S)＝0とσ(p)
f2( p ,S)＝0によって、第一象限Qを分割する。等傾線σ(p)f2( p ,S)＝0は
2つの曲線で構成され、一つは p＝0(σ(p)＝0)であり、もう一つは限界
費用曲線であるp＝C'(S)(f2( p ,S)＝0)である。等傾線σ(p)f1( p ,S)＝0に
ついては命題１が成立する。

命題１　第一象限Qにおける等傾線σ(p)f1( p , S)＝0は、 p ≦C'(S)の領域
において、連続微分可能なS＝S1(p)として表現可能であり、ⅰ S1(C'(0))＝
0，ⅱ p＞C'(0)ではS1(p)＞0，ⅲS1(p)＜(C')－１(p)を満たす。

証明　σ(p)＝1の場合、等式 f1( p , S)＝0において p＝ p
～と固定すると、

Dp(p
～)( p～－C'(S))＋S＝0となる。この等式の左辺をF(S)と表記すると、

dF(S)───ds ＞0からF(S)は単調増加関数であり、またおよび lim
S→＋∞

F(S)である

ことがわかる。

p～＞C'(0)の時、F(0)＜0なので、F(S)＝0となる正の Sが一意的に存在す
る。 p～＝C'(0)の時、 S＝0がF(S)＝0の一意的な解である。これらの事実
から、 p ≦C'(S)の領域においてσ(p)f1( p , S)＝0は、ⅰとⅱを満たし、連
続なS＝S1(p)として表現可能であることがわかる。σ(p)＝－(Dp(p))－１の
場合も同様に( p～－C'(S))＋(Dp(p

～))－１S＝0を考察することにより、 p ≦
C'(S)の領域においてσ(p)f1( p , S)＝0は、ⅰとⅱを満たし、連続なS＝
S1(p)として表現可能であることがわかる。
S＝S1(p)の微分可能性については、陰関数定理を用いると、S＝S1(p)は
（5）式または（6）式を満たし、微分可能であることがわかる。
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σ(p)＝1または p＞0の場合、dS1─dp ＝
－[Dp＋Dpp(p)(p－C'(S1(p))]──────────────1－DpC''(S1(p))

(5)

σ(p)＝－(Dp(p))－１または p ≦0の場合、 

 dS1─dp
＝－[1－Dpp(p)(p－C'(S1(p))]──────────────(Dp)－１－C''(S1(p))

(6)

　また、σ(p)＝1の場合、Dp(p)(p－C'(S))＋S＝0から、S＞0であれ
ば p＞C'(S)が成立し、C''(S)＞0から、ⅲのS1(p)＜(C')－１(p)がわかる。
σ(p)＝－(Dp(p))－１の場合は、同様に(p－C'(S))＋(Dp(p))－１S＝0を考
察すれば、ⅲを導くことが出来る。 Q. E. D.

　命題１はDpp(p)≦0の場合にKlemperer & Meyer（1989）によって得
られているが、我々の証明は連続なS＝S1(p)の存在を導く方法において
異なっている。また、Dpp(p)≦0の場合にS1(p)は単調増加関数となるが、
Dpp(p)の符号に制約をおかない場合はS1(p)が単調増加関数になるとは限ら
ない。
　命題１からS1(p)＜(C')－１(p)が成立するので、第一象限Qは等傾線σ(p)
f1( p ,S)＝0と等傾線σ(p)f2( p ,S)＝0により、３つの領域に分割される。
図１が示すように、領域QAではσ(p)f1( p , S)＞0かつσ(p)f2( p , S)＜0
であり、領域QBではσ(p)f1( p ,S)＜0かつσ(p)f2( p ,S)＜0であり、領域
QCではσ(p)f1( p ,S)＜0かつσ(p)f2( p ,S)＞0である。
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図１　等傾線により定まる自励系（4）式の定符号領域

５．解の軌跡が原点に収束する命題の証明

　(4）式の解である(p(t), S(t))は、初期値を(p(0), S(0))＝(p0, S0)とする
t時点の軌跡として表現できるので、それを我々はφ(t ,(p0, S0))と表記す
る。本節では、p0＞C'(0)であれば、第一象限Qの任意の点(p0, S0)を初期値
とする軌跡が t →∞において、固定点(C'(0), 0)に収束することを以下の一
連の命題で示したい。

命題２　(4）式の軌跡φ(t ,(p0, S0))は、p0＞C'(0)を満たす(p0, S0)∈QCを
初期値とする。この時、軌跡φ(t ,(p0, S0))は、固定点(C'(0), 0)を除く境
界∂QC∩∂QB、すなわち曲線 p＝C'(S)に有限時間 t で交差する。

証明　 p ≦p 0、 S≦S0および p ≦C'(0)で囲まれた有界閉領域を考える。

この領域では、dp─dt＞0かつ
dS─dt＜0であり、

dS─dtは最大値を持つことから、
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φ(t ,(p0, S0))が曲線 p＝C'(S)に有限時間 t で交差することがわかる。
 Q. E. D.

　次の補題は、初期値を(p0, S0)∈QA∪QBとする軌跡が、 t →∞において
固定点(C'(0), 0)に収束することを証明するために必要である。補題は自励
系の漸近安定に関するリヤプノフ関数に類似した関数を利用したBarbashin-
Krasovskii-LaSalleの定理の系となる。なお、補題とその証明における太字
はベクトル値を示している。

補題　自励系 d─dt x(t)＝f(x)について、DCをコンパクトな正の不変集合

（positively Invariant set）とし、固定点はxE∈DCとする。いま、連続微分
可能な関数V：DC→Rが存在し、V(xE)＝0、x≠xEならばV(x)＞0、

そしてx∈DCの時に
dV(x)───dt ＝V'(x)f(x)≦0と仮定する。

更に、集合DE≡{x∈DC：V'(x)f(x)＝0}は固定点{xE}以外に不変集合を
含まないものと仮定する。この時、x(0)∈DCならば、 t →＋∞でx(t)→xE
に収束する。

証明　V'(x)f(x)≦0から、 t ≦τであればV(x(t))≦V(x(τ))であり、こ
れはV(x(t))が t についての単調非増加関数であることを示す。従って、x

≠xEならばV(x)＞0なので、x(0)∈DCを満たす全てのxについて、 lim
t→＋∞

V(x(t))＝γx(0)が単調性から存在する。初期値を指定した軌道x(0)の正の
極限集合６をw(x(0))と表記する。正の極限集合の定義から、任意の極限ベ
クトルy∈w(x(0))に対して、 n→∞でx(tn)→yとなる数列{tn}

∞
n＝0 があ

り、この数列はt0＝0かつ、 n→∞でtn→＋∞を満たす。V(x)の連続性か

ら、V(y)＝V( lim
n→∞
x(tn))＝ limn→∞(V(x(tn)))＝γx(0)なので、任意の極限ベク

トルy∈w(x(0))に対して、V(y)＝γx(0) となる。

６　w極限集合とも呼ぶ。
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　仮定からDCはコンパクトな正の不変集合なので、x(0)∈DCを満たすx(t)
は t ≦0において有界である。従って、w(x(0))は空ではないコンパクトな
不変集合である７。V(x)は定数なので、コンパクト集合w(x(0))において
V'(x)f(x)＝0となり、w(x(0))は集合DEに含まれる。仮定から集合DEは
固定点{xE}以外に不変集合を持たないので、w(x(0))＝{xE}である。従っ
て、 t →＋∞で x(t)→{xE}が成立する。 Q. E. D.

命題３　(4）式の解の初期値が(p0, S0)∈QA∪QBと仮定する。ここで、QA
は領域QAの閉包、QBは領域QBの閉包を示す。 p≦p0、S ≦0および p ≦
C'(S)で囲まれた有界閉領域Γ0は、(4）式の自励系について正の不変集合で
ある（図２)。

図２　有界閉領域Γ0

証 明　(4）式の自励系について、境界∂Γ1の各点における接ベクトル

(dp─dt
，dS─dt

)を考える。この時、 p( t)＝p 0かつp 0≠C'(S( t))であれば、

７　 この性質については、例えば「微分方程式」(石村・岡田・日野,1995）を参照。な
お、補題１は、本論文の目的を達することに焦点を合わせ、Barbashin-Krasovskii-
LaSalleの定理の一部を筆者が省略・変更したものである。
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dp─dt
＜0である。S( t)＝0かつ p( t)≠C'(0)であれば、dp─dt

＜0および dS─dt

＞0である。 p( t)≠C'(S( t))であれば、dp─dt
＝0および dS─dt≦0であり、

後者の等号は点(C'(0),0)についてのみ成立する。
これらの不等式は、点(p1, S1)∈∂Γ0について、φ(t ,(p1, S1))は領域Γ0に
入るか、もしくは境界∂Γ0の一部にあることを示すので、有界閉領域Γ0は
正の不変集合である。 Q. E. D.

命題４　(4）式の軌跡φ(t ,(p0, S0))の初期値が(p0, S0)∈QA∪QBと仮定す
る。この時、 t →＋∞で軌跡φ(t ,(p0, S0))は固定点(C'(0),0)に収束する。

証明　補題を（4）式の自励系に適用し、DC≡Γ0およびV( p , S)≡ p －
C'(0)とおく。ここでΓ0は命題３で定義された有界閉領域である。命題
３から、領域Γ0は（4）式の自励系について正の不変集合である。また、
V(C'(0),0)＝0であり、Γ0/{(C'(0),0)}においてV( p , S)≡ p －C'(0)＞
0である。更に、領域Γ0において、
dV─dt
＝－σ(p)[ p －C'(S)]≦0である。集合DE≡{( p , S)∈Γ0：p－C'(S)

＝0}は、点(C'(0),0)を除く曲線 p＝C'(S)においてdp─dt
＝0かつdS─dt

＜0な

ので、含まれる不変集合は{(C'(0),0)}のみである。従って命題４が成立す
る。 Q. E. D.

　次に、初期値を(p0, S0)∈QA∪QBとする軌跡が点(C'(0),0)に収束する過
程において、境界∂Γ0に達することがないことを証明する。

命題５　(4）式の軌跡φ(t ,(p0, S0))の初期値が(p0, S0)∈QA∪QBと仮定
する。この時、軌跡φ(t ,(p0, S0))は t →＋∞で、固定点(C'(0),0)と初期値
(p0, S0)を除いて、境界∂Γ0に達することなく固定点(C'(0),0)に収束する。
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証明　背理法を使うために、軌跡φ(t ,(p0, S0))が0＜ta＜＋∞を満たす時
点taで曲線 p＝C'(S)に達するものと仮定する。ただし、(p(ta), S(t a))≠

(C'(0),0)である。命題２から、点(p(ta), S(ta))の近傍で
dS─dt
＞0であり、

S( t)は単調減少関数である。従って、解の軌跡(p( t), S( t))は点(p(t a), 
S(t a))の近傍で局所的に p＝p(S)と表現できる。(3）式をSで二階微分す
ると、

d2p─dS2＝
[dp─dS－C''(S)][S＋Dp(p－C'(S))]－[p－C'(S)][1＋

dp─dSDpp(p－C'(S))＋Dp(
dp─dS－C''(S)]───────────────────────────────[S＋Dp( p －C'(S))]2

が得られる。S＝S(ta)では、
dp─dt＝0かつp(ta)＝C'(S(ta))なので、

dp(S(ta))────dS ＝0となるので、 d
2p(S(ta))────dS2 ＝ －(S(ta))C''(S(ta))──────────────[S(ta)＋Dp(p(ta))(p1－C'(S(ta)))]2

＜0となる。

　この不等式は、十分小さなΔS＞0について、dp─dS(S(t a)＋ΔS)＜0およ

びdp─dS(S(ta)－ΔS)＞0を示している。
dp─dS(S(ta－Δt))＝

dp─dS(S(ta)＋ΔS)＜

0なので、(p(t a－Δt), S(t a－Δt))∈QCが成立するが、これは矛盾であ
る。従って、軌跡φ(t ,(p0, S0))は境界∂Γ0の一部である曲線 p＝C'(S)に達

することはできず、dp─dt＝－σ(p)[ p －C'(S)]＜0が成立する。同式から t

＞0についてdp─dt＜0なので、軌跡φ(t ,(p0, S0))は境界∂Γ0の一部である直

線 p＝p0に達することは出来ない。最後に、背理法をやはり用いて、軌跡
φ(t ,(p0, S0))が0＜tb＜＋∞を満たす時点tbで境界∂Γ0の一部である直線
S＝0に達すると仮定する。ただし、(p(tb), S(tb))≠(C'(0),0)である。こ

の時、dS(ta)───dt ＞0からS(tb－Δt)＜S(tb)＝0なので、(p(ta－Δt), S(ta－Δt))

∈QA∪QBに矛盾する。従って、軌跡φ(t ,(p0, S0))は境界∂Γ0の一部であ
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る直線 S＝0に達することは出来ない。
 Q. E. D.

　命題２から命題５により､（4）式の自励系において初期値が(p0, S 0)∈
Qかつ p0＞C'(0)を満たす 任意の軌跡φ( t ,(p 0, S 0))は、 t →∞で固定点
(C'(0),0)に収束することが証明できた。

６．軌跡の接ベクトルの符号変化についての命題

　本節では、 t →∞で（4）式の軌跡φ(t ,(p0, S0))の接ベクトル(
dp─dt , 
dS─dt )の

符号がどのように変化するのかを一連の命題で調べる。この問題は、(3）式

のKM方程式のdS─dpの符号が区間[C'(0), p0]においてどのように変化するのか

という問題と同値である。我々は命題６と命題７を利用して、符号変化を記
述する命題８を証明する。

命題６　(4）式の軌跡φ(t ,(p0, S0))が、第一象限Qにおいて等傾線σ(p)
f1( p , S)＝0に t →tdで到達し、(p( td), S( td))≠(C'(0),0)と仮定する８。
この時、

⒜ ∂─∂pσ(p( td))f1(p( td), S( td))＜0の場合、S''(p( td))＞0である。従って、

十分小さなΔp＞0について、S'(p( td)＋Δp)＞0およびS'(p( td)－Δp)＜0
である。

⒝ ∂─∂pσ(p( td))f1(p( td), S( td))＞0の場合、S''(p( td))＜0である。従って、

十分小さなΔp＞0について、S'(p( td)＋Δp)＜0およびS'(p( td)－Δp)＞0
である。

８　 p ＞C'(0)＝0なので，σ(p)f1( p ,S)は p で偏微分可能である。



－　　－14

二階微分の符号制約なしの需要関数に対応する供給関数均衡解の軌跡について

証明　(4）式を pで微分して、σ(p(td))f1(p( td), S( td))＝0を用いると、

∂─∂pσ(p(td))f1(p( td), S( td))＝

σ(p(td))[Dp(p( td))＋(p(td)－C'(S( td)))Dpp(p( td))]
(7)

が得られる。(3）式を pで微分すると、S(p)の二階微分が得られる。

d2S─dp2＝
S'(p)(p－C'(S))－S(p)(1－C''(S)S'(p))──────────────────(p－C'(S))2 ＋Dpp (8)

　等傾線σ(p)f1( p ,S)＝0ではS'(p( td))＝0であること、および（7）式を
用いると、(8）式は次のようになり、

d2─dp2S(p( td))＝
[Dp(p( td))＋(p(td)－C'(S( td)))Dpp(p( td))]─────────────────────(p(td)－C'(S( td)))

＝ －１──────────────σ(p(td))[p( td)－C'(S( td))]
∂─∂p f1(p( td), S( td))

p( td)＞C'(S( td))およびσ(p(td))＞0から、命題６が証明できる。
 Q. E. D.

　命題７においては、軌跡φ(t ,(p0, S0))が
∂─∂pσ(p(td))f1(p( td), S( td))＝

0を満たす点(p(td), S( td))において、等傾線に到達する場合のふるまいを
述べる。記述の簡略化のために、(p( t), S( t))≠(C'(0),0)の場合、等傾線
σ(p)f1( p , S)＝0と実質的に同じ曲線であるf1( p , S)＝0を等傾線として

用いる。また、∂─∂p f1(p( td), S( td))＝0の場合、十分小さな近傍をとれば、

p＝(p( td)のδ除外近傍（a deleted δ-neighborhood)９において
∂─∂p f1( p , 

９　p＝p(td)を除いた近傍である。δは近傍の大きさを示す。
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S(td))が定符号であるという仮定を追加する10。

命題７　(4）式の解φ(t ,(p0, S0))が、第一象限Qで等傾線f1( p , S)＝0に

t →tdで到達し、
∂─∂p f1(p( td), S( td))＝0かつ(p(td), S( td))≠(C'(0),0)と

仮定する。

⒜ p＝p(td)の右からのδ除外近傍において
∂─∂p f1(p , S( td))＜0であれば、

十分小さなΔp＞0についてS'(p( td)＋Δp)＞0である。左からのδ除外近

傍において∂─∂p f1(p , S( td))＜0であれば、S'(p( td)＋Δp)＜0である。

⒝ p＝p(td)の右からのδ除外近傍において
∂─∂p f1(p , S( td))＜0であれば、

十分小さなΔp＞0についてS'(p( td)＋Δp)＜0である。左からのδ除外近

傍において∂─∂p f1(p , S( td))＞0であれば、S'(p( td)＋Δp)＞0である。

証明　⒜ (p( td), S( td))を通る（4）式の解φ(t ,(p0, S0))＝(p( t), S( t))に
ついて、閉球( p －p(td))2＋(S－S(td))2≦δで定義される閉領域Ω1におけ
る p ≦p( td)の軌跡を検討する。ここでδは十分小さい正数である。領域Ω

1は領域ΩA⊂ΩAと領域ΩB⊂ΩBに分割でき、その境界は f1(p , S)＝0であ
る。 
　背理法を用いる。いま、軌跡φ( t ,(p 0, S 0))が t ＝ t0( t 0＜ td)にてS'( p)

＜0である領域ΩAに入ると仮定する。領域ΩAの閉包では、
dp─dt ＜0かつ

dS─dt ＜0であり、等号は曲線f1( p , S)＝0上でのみ成立するので、軌跡φ

(t ,(p0, S0))は有限時間 t ＞t0にて曲線f1( p , S)＝0に到達する。いま、軌
跡φ(t ,(p0, S0))が t ＝t1( t0＜t1＜td)において、(p(td), S( td))以外の点で
f1( p , S)＝0に到達すると仮定しよう。この時、命題６からp( t1)の右から

10　 この仮定は、命題８で仮定するようにD( p ,ε)とC(S)が区分的に実解析関数であ
れば、満たされる。
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の除外近傍でS'( p)＞0が成り立ち、これは領域ΩAにおいてt0≦t ＜ t1で
S '(p( t))＜0に矛盾する。従って、領域ΩAで軌跡φ(t ,(p0, S0))が区間t0≦
t≦tdで曲線f1( p ,S)＝0に到達するのは t ＝td、すなわち(p(td), S( td))の
みである。いま、領域ΩAにおける解φ(t ,(p0, S0))の任意の点(pa, Sa)を考
え、図３のようにφ(t ,(pa, Sm))＝(pM(t), SM( t))はSa＜Sm＜S(td)を満た
すものとする。 

図３　領域ΩAにおける軌跡φ(t ,(p0, S0))の背理法による検討

　閉包ΩAでは、
dp─dt＜0かつ

dS─dt ≦0であり、等号は曲線f1( p ,S)＝0上での

み成立するので、点(pa, Sm)は軌跡φ(t ,(p0, S0))の上にはない。また、領
域Ω1には固定点は存在しない。これらから、軌跡φ(t ,(pa, Sm))と軌跡φ
(t ,(p0, S0))は閉領域ΩAの中では交差しない。 p＝pa、 S ＝Sm、f1( p , S)
＝0、軌跡φ(t ,(p0, S0))で囲まれた有界閉領域をΩmと表記しよう。軌跡

φ(t ,(pa, Sm))は領域Ωmでφ(t ,(p0, S0))と交差しないので、
dpM─dt ＜0かつ

dSM─dt ＞0から、軌跡φ( t ,(p a, Sm))は曲線f1( p , S)＝0に有限時間 t ＝ t 2

で(p( td), S( td))以外の点で到達する。再び、命題６からpM( t2)の右から
の除外近傍でS'( p)＞0が成り立ち、これは領域ΩAにおいて0≦t ＜ t 2で
S'(pM( t))＜0に矛盾する。これで背理法が成立し、軌跡φ( t ,(p 0, S 0))
は、p( t d)の右からの除外近傍ではS'( p)＞0となる領域ΩBを通過して、
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t →td(－0)で(p(td), S( td))に到達することが導かれる。
　次に、 t ≦t dにおける軌跡φ( t ,(p 0, S 0))を検討する。この軌跡は、閉
球( p －p( t d))2＋(S－S( t d))2≦δと p ≦p( t d)で定義される閉領域Ω2で
(p( td), S( td))を通過する。δは十分小さい正数である。再び背理法を用い
る。いま、軌跡φ(t ,(p0, S0))が t ＝t3( t3＞td)で領域ΩBに存在するものと

仮定する。∂─∂p
f1(p , S( td))＜0からS(t3)＞S(td)であり、更に閉包ΩBで

dS─dt

≦0で等号は曲線f1( p , S)＝0上のみであることから、軌跡φ(t ,(p0, S0))
は領域Ω2で t ＜t3において(p( td), S( td))を通過できない。背理法が成立
し、軌跡φ(t ,(p0, S0))は t →td(＋0)に伴い、p(td)の左からの除外近傍で
はS'(p)＜0が成立する。
　⒝についても、⒜と同様な証明が適用可能である。 Q. E. D.

　ここから、我々はD(p ,ε)およびC(S)が区分的に実解析関数11であると
仮定する。従って、曲線f1( p , S)＝0の陰関数であるS＝S1( p)も区分的
に実解析関数となり、S'1( p)＝0の零点、すなわちS1( p)の極値点の候補
はそれぞれ孤立点となる12。この事実から、命題７がS1(p)のあらゆる極大
点もしくは極小点に適用可能となる。S1( p)の極大点が少なくとも一つ存
在するケース、すなわちS1(p)が単調増加関数ではないケースを考えよう13。
S1( p)は区分的に実解析関数なので、区間［C'(0), p 0］に有限個の極値点
が存在する。 p＝pkM(k＝1,2,3…,N)ではS1(p)が極大値をとり、 p＝
pkm(k＝1,2,3…,N)ではS1(p)が極小値をとると表記しよう。この時、

C'(0)＜p1M＜p1m＜p2M＜p2m＜…＜pkM＜pkm＜…＜pNM＜pNm

であり、pNmが存在しない場合はpNMがS1(p)の最大の極値点となる。
　命題８は初期値を(p0, S0)∈QA∪QBとする軌跡φ(t ,(p0, S0))の接ベクト

11　実解析関数とは、べき級数で表現できる実変数の関数である。
12　その点の近傍において、S'1(p)＝ 0 の零点は当該点以外には存在しない。
13　Dpp(p)≦0 の場合、S1(p)は単調増加関数である。
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ルが t →∞に伴い、どのように変化するのかを述べている。命題８の理解の

ためにあらためて注記すると、領域QAでは
dp─dt＜0かつ

dS─dt ＞0、領域
QBで

はdp─dt＜0かつ
dS─dt ＜0、固定点(C'(0),0)を除く等傾線σ(p)f1( p , S)＝0の

上ではdp─dt＜0かつ
dS─dt ＝0、固定点(C'(0),0)を除く等傾線σ(p)f2( p , S)＝

0の上ではdp─dt＝0かつ
dS─dt ＜0である。

命題８　S1( p)の極大点が少なくとも一つ存在すると仮定し、 p≦p 1M、
σ(p)f1( p , S)≦0、σ(p)f2( p , S)≦0で囲まれた有界閉領域をΓMと表記
する（図４)。第一象限Qにおける（4）式の軌跡をφ(t ,(p0, S0))＝(p( t), 
S( t))とする。
⒜ t1 ≦0で(p( t1), S( t 1))∈QAの場合、その軌跡は有限時間 t ＝t2（t2＞
t1）で等傾線σ(p)f1( p , S)＝0に到達する。(p( t2)∈(C'(0), p1M)もしくは
p(t2)∈[pkm, pMk＋1)である。
⒝ t1 ≦0で(p(t1), S( t1))∈QBかつp(t1)＞p1

Mの場合、その軌跡は有限時間
t ＝t2（t2＞t1）で、p( t2)∈[pkM, pkm)を満たして等傾線σ(p)f1( p , S)＝0
に到達するか、もしくは領域QBから直線 p＝p1

Mに到達する。
⒞ t1 ≦0でf1(p( t1), S( t1))＝0であり、p(t1)＞C'(S( t1))かつp(t1)∈(pkm, 
pMk＋1]を満たす場合は、その軌跡は t が増加するにつれて領域QBに入る。
t1 ≦0でf1(p( t 1), S( t 1))＝0であり、p( t1)＞C'(S( t 1))かつp( t 1)∈[pkM, 
pkm)を満たす場合は、その軌跡は t が増加するにつれて領域QAに入る。
⒟ t1 ≦0で(p(t1), S( t1))∈ΓMである場合、その軌跡は t →∞に伴い、固定
点(C'(0),0)に収束する。
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図４　有界閉領域ΓM

証明　⒜ p≦p( t1)、S ≦S(t1)、f1( p ,S) ≦0で囲まれた有界閉領域を考え
る。
dp─dt＜0かつ

dS─dt ≦0（等号は曲線f1( p ,S)＝0）から、軌跡φ(t ,(p0, S0))は

有限時間 t ＝t2（ t2＞ t1）で、曲線f1( p , S)＝0に到達する。いま、p( t2)

∈[pkM, pkm)と仮定しよう。p(t2)の右からの除外近傍について
dS1(p)───dp ＜0で

あり、陰関数定理からp(t2)の同じ近傍で
∂─∂p f1(p , S( td))＜0である。十分

小さなΔt＞0に対して、S'(p( t2－Δt))＝S'(p( t2)＋Δp)＜0が成立するが、
これは命題６と命題７のS'(p( t2)＋Δp)＞0に矛盾する。従って、p( t2)∈
(C'(0), p1M)もしくはp(t2)∈[pkm, pMk＋1)が成立する。
⒝ p≦p( t1)、 p ≦p1M、S≦S( t1)、f1( p , S)≦0によって囲まれた有界閉

領域を考える。dp─dt ＜0かつ
dS─dt≦0（等号は曲線f1( p , S)＝0）から、軌

跡φ(t ,(p0, S0))は有限時間 t ＝t2（ t2＞ t1）で、曲線f1( p , S)＝0または
直線 p＝p1Mに到達する。軌跡が曲線f1( p , S)＝0に到達する場合、p( t2)∈
(C'(0), p1M)もしくは p(t2)∈[pkm, pMk＋1)と仮定しよう。この時、p(t2)の右か

らの除外近傍についてdS1(p)───dp ＞0であり、陰関数定理からp(t2)の同じ近傍
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で∂─∂p f1(p , S( td))＞0である。十分小さなΔt＞0に対してS'(p( t2－Δt))＝

S'(p( t2)＋Δp)＞0であるが、これは命題６と命題７のS'(p( t2)＋Δp)＜0
に矛盾する。従って、p(t2)∈[pkM, pkm)（ k≦Nは自然数)、もしくは軌跡が
直線 p＝p1Mに到達する。

⒞ p( t1)∈(pkm, pMk＋1]の場合、p( t1)の左からの除外近傍について
dS1(p)───dp ＞

0である。従って、命題６と命題７からS'(p( t1＋Δt))＝S'(p( t1)－Δp)＜
0であり、これは軌跡が領域QBに入ることを示している。

p(t1)∈[pkM, pkm)の場合、p(t1)の左からの除外近傍について
dS1(p)───dp ＜0であ

る。従って、命題６と命題７からS'(p( t1＋Δt))＝S'(p( t1)－Δp)＞0であ
り、これは軌跡が領域QAに入ることを示している。
⒟ (p1, S1)∈∂ΓMを満たすあらゆる軌跡φ(t ,(p1, S1))は、領域ΓMまたは境
界∂ΓMの一部に存在し、領域ΓMは自励系（4）式の正の不変集合であること
が命題３と同様に証明することができる。補題においてDC≡ΓM、V( p , S)
≡ p －C'(0)とおくことにより、 t →∞に伴い、軌跡は固定点(C'(0),0)に収
束することが命題４と同様に証明することができる。
 Q. E. D.

　今や我々は、固定点(C'(0),0)に収束する軌跡φ(t ,(p0, S0))が、等傾線
f1( p ,S)＝0を横断したり、接したりするごとに接ベクトルの符号を変える
様子を命題８から描くことができる（図５)。
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図５　軌跡φ(t ,(p0, S0))の接ベクトルの符号変化

７．おわりに

　本論文では、需要関数の価格についての二階微分値の符号に仮定を設けな
い場合を検討し、対称型SFEの一階条件を満たす解の軌跡に関する八つの命
題を自励系の形式で証明した。八つの命題から、第一に解の軌跡が調整した
原点に収束することを厳密に示し、第二に解の軌跡が原点に収束する過程に
おいて、その傾きの符号をどのように変えるのか記述することが出来た。こ
れらの結果は、需要関数の価格の二階微分値の符号が非負の場合の証明と比
べ、リヤプノフ関数的な手法や微妙な平面解析的な手法を使用するので、多
くの命題を積み重ねて証明する必要があった。今後は、これらの軌跡群の中
から、その傾きが非負である解を取り出す予定である。
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